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S i s s e  j u h a t u s
Matemaatilise füüsika võrranditega seotud rejaülesanne- 
te uurimisel tekib öhe esimese probleemina küsimus lahendi 
olemasolust ja Ühesusest. Selle probleemi lahendamise üks 
võimalus on vaadelda ülesande nn. variatsioonseadet, mille 
juures lahendi mõistet on klassikalise lahendiga võrreldes 
tunduvalt laiendatud. Seejuures küllalt siledate lahendite 
korral on esialgne rajaülesanne ja tema variatsioonseade ek­
vivalentsed. Punktsionaalanalüüsi aparatuuri kasutades õn­
nestub tihti tõestada variatsioonülesande lahendi olemasolu 
ja ka ühesus. Kui seejärel nSidatakse, et variatsioonülesaii- 
de lahend on küllalt sile, on tõestatud ka klassikalise la­
hendi olemasolu.
Näiteks piirkonnas £2 d  |R^) n, = antud Po$ae«ni
võrrand
Л va, =
kus =  , koos Diriohlet• rajatingimsegaО к.
*-*- j г - о j kus Г on piirkonna £2 raja, kirjeldab statsionaar­
set eoojuse levikut, elektrivoolu või vedeliku voolamist; 
siin u, on vastavalt temperatuur, elektrivfilja potentsiaal 
või vedeliku rõhk. Klassikaliselt lahendilt nõutakse tradit­
siooniliselt, et ta oleks piirkonnas S2 kaks korda pidevalt 
diferentseeruv ja piirkonna sulundil S2 pidev. Kasutades bi-
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lineaarvormi
о -(>;лг)
▼61b ülesandele anda variatsioonseade: leida e Ив(Л) n^» 
et
а.(*х;лг) =  S Ц ci-x. Ч/лт € И о
-TL
ale eiledate lahendite korral on ekvivalentne eespool toodud 
Poiaeoni võrrandi Diriohlet' ülesandega.
Toodud nfiide variatsioonülesandeet kujutab endast võr­
randit, kuld paljud tegelikkusest kerkinud ülesanded viivad 
tunduvalt üldisema variatsioonseadeni, nn. variatsioonvõr- 
ratuste püstitamiseni. Kflesolevas õppevahendis käsitletakse- 
gi statsionaarsete variatsioonvõrratuste lahendi olemasolu 
ja ühesuse küsimusi.
Г  ^“Гл э * ; Ээс
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§1. L i n e a a r s e t e  o p e r a a t o r i t e g a
I l i i k i  v a r i a t s l o o n v õ r r a t u s e d  
H i l b e r t i  r u u m i s
1. Koerteltiirsed bllineaarvormid
Olgu V  reaalne Hilberti ruum. Bilineaarvormi c l ;  
V*V-*!R nimetatakse tOkestatuks (ehk pidevaks), kui leidub
M  >  O  nii, et
И KII I M I  V u , ^ v .
Bilineaarvormi cx nimetatakse koertsitlivseks (ehk positiiv­
selt määratuks ehk elliptiliseks), kui l e M u b  aL >  о nii,
et
о. (лг, лг) ^  ы. у лг I) V  чг е V  .
Lemma 1,1. Olgu а. tõkestatud bilineaarvorm. Siis lei­
dub parajasti üks pidev lineaarne operaator A£^£(V,V) nii, 
et
cx \/и;лгеV.
Operaator A  on positiivselt määratud parajasti siis, kui 
bilineaarvorm a. on koertsltiivne.
T õ e s t u s .  Fikseerime suvaliselt valitud u t V .  Silm 
vastavus <r _» cx(^jat) on pidev lineaarne funktsionaal (li­
neaarsus järeldub a. lineaarsusest teise argumendi järgi, 
pidevus aga <x tõkestatusest). Rieoii teoreem pidev» llme- 
aarse funktsionaali esitusest lubab selle vastavuse esits&c 
kujul at— *(л«г;лг^ kus Aj-eV. Defineerime operaatori А 
seosega А Siis
= о- (u. , лг) V.
Operaatori A  lineaarsus järeldub ol lineaarsusest eaiMse 
argumendi järgi, tõkestatus aga а tõkestatusest järgaiaeltt
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UAu-H-*|**r[j - ^vxk» лг)1 X |<а.(«.,лг)| <
1*1 = 1 |лГ|=1
i- v o m p  м II ^  И *11 = И И .
X * * = i
bit ka reel operaator A , t ®£(V,y) rahuldab tingimust
( A ^ u .,^) =  сх(1Л->лГ) V  а;лг€, V ;
■ila
(Ал ^лг) =  (А ^/лг) V u ^ fev ;
■Uleat
Ал ^  =  A « .  V u . e  V ;
s.t. A ^ « A ;  sellega on niidatud operaatori A  tthesus. 
Lemma 1.1 on tõestatud.
Pideva lineaarse funktsionaali viertuse jaoks ele-
aandll Aj-feV kasutame edaspidi kirjutist 'О'Ч .
Leaas 1.2. Tõkestatud bllineaarrorai c l  korral leidub 
parajasti Oks pidev lineaarne operaator A  € . ^ £ ( V ^ V /! nii,
et _ . — % #
< ( A l l ;at)  s  V a ;ATfe V.
Operaator A  on positiivselt mlMratud parajasti siis, kui 
bilineaarvorm о» on koertaltllTne. 
ülesanne. Tõestada lemaa 1.2.
2. yarlatsioonvšrrvjaae p£stitus, seos 
operaatorvõrraniltega
Halka K c V  niaetatakse kumeraks, kui iga ol . ja
Iga X £ (o,4) korral X  v*. -*■ (i - X) e  ^ .
Olgu К kinnine kuaer hulk ruumis V  . Olgu antud pidev
lineaarne funkteionaal ^ 6 V'. Ssiaest liiki таг lats ioonrõr-
ntaseks niaetatakse fflesannet:
leida a e k  nii, et kehtiks võrratus
cl (1 .1)
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Vaatleme johtu, kus K - V .  Olgu bilineaarvorm a. tõ­
kestatud. Fikseeritud eleaendi u t V  korral ^ лг _ u. : 
aj‘e V  > =  V, seega võrratus (1.1) on esitatav 
cx (^, лг) ^  V ^ & V .
Arvestades võrdust ^ - лГ : лге V^=-V, saame võrratus«
(1.1) kirjutada veel
сх(о^-лг) \/^ r<& V
ehk
°-(^ j '* ) ^  j ^  Улге V.
Kokkuvõttes, võrratus (l.l) on eamav88rne variatsioonvõrran-
ale* a.(^^r)=<jf ,ЛГ> V-vrfeV.
Kasutades lemmaga 1 .2 nfiSratad esitist
< А л ^ > = < ^ >  V « - fcV,
s.t. ' A « .  =  ^ . TfÜBiis, kui K = V ^  on таг lats loonvCrretus
(1.1) samavSSrne operaatorvõrrandlga A a x =  j .
3. Sümmeetrilise blllneaarvormlga 
variatsioonvõrratused
Bilineaarvormi <x nimetatakse sümmeetriliseks, kui
сх(и^'О-) =: ок_(лг,о^ iga ал. ,лг& V  korral. Bilineaarvormi <x 
nimetame mittenegatiivseks, kui «х^^ лг^о iga aj^ V  kor­
ral.
Vaatleme varlatsioonvõrratust (l.l). Defineerime funkt­
sionaali
I M  =  X
teda nimetatakse ruutfunktsionaaliks.
Teoreem 1»1. Sai bilineaarvorm o. on sümmeetriline ja 
mlttenegatllvne, siis võrratus (l.l) on eamavllme ttleaam*
dega:
leida nil, at ’jQy). (1 .2)
T б a a t u a. Olgu u. fllaaaada (l.l) lahend. Siia iga 
лг €-K korral
1 ^ ) “ =  x  а(У,лг)-(^лг) - i-cx(u.,^) =
^  Л.О.(лГ-А>.,лГ-^)^ 0 ; 
aaat a  on mittenegatiivne. Sellega oleme näidanud, et u. on 
ka eieaande (1.2) lahend.
Vaatupidi, olgu u. tlleeande (1.2) lahend. Zul лге К ja 
\б(од); alla к kumeruse tõttu X v i + 0 - A ) v t  ning 
3 ^ )  ^ ~i (л u. -+(4“X) лг) . Viimane võrratus on
*
^ ^  OL (X ьс 4-(A “ X) лГ, X  а +(^-Л)л^‘) ~ ^ уХ1а.+(А-Л^л/^  
ehk teieandatuna
(* "xX$ arO«-fov)+ x(4 ~x) KA~ х*)а C-, *).
Paale jagaaiat positiivse arvuga A-X saame siit
S ^(А -Х )о »(^) + Л<х(^ лг)-±(^ Х)а.(и.уа).
Pilrprotaaaeia X - * i  on tuleauaeka võrratua
<(^t \r-uk.y $ - лСу-л) =■ <х(м->лг-«>),
a.t. u, on võrratuee (l.l) labend.
Teoreem 1.1 on tõestatud.
Mirkua 1.1. Punktsionaali asemel võiksime vaadel­
da ka funktaionaali |® ^ ^ 0  +  ^  f » > 0  ja ^  on
ionataadid, aaat nende funktsionaalide miinimumüleaanded on 
akrlvalantaed.
4. Projektsioon kinnisele kumerale hulgale 
Olgu antud Aj-eV. Defineerime funktaionaali F(4r) = 
я  I лг — алг [ | лг в- V . Pflatitase antud kinnine kumer* hulga К.
a
korral ülesande
leida w. el<( nii, et F(u-) — F  (аЛ. (1 *3)
лге <
Vaatleme veel ülesannet
leida Улгс-И. (1.4)
Paneme tähele, et (1.4) on erijuht ülesandest (l.l), aiin
о. (о.,лг) - (и^лг) ^  jа at) .
Lemma 1.3. Ülesanded (1.3) ja (1.4) on samaväärsed ning 
neil on iga korral parajasti üks lahend.
T õ e s t u s .  Tuginedes esitusele F^r)- (лг, лг^) - 
—  Z (алх,лг)+ j)лы-Ц2-, võime teoreemi 1.1 ja mHrkuse 1.1 põhjal 
(siin 2., ey = Ца^-Ц2- ) väita ülesannete (1 .3) ja (1 .4) sa­
maväärsust.
Näitame miinimumülesande (1.3) lahendi olemaeolu. Tähis­
tame A  ~ 1|лг- л*Г11г. Olgu лгл € M minimiseeriv jada, s.t
К at* - aj-JJ г= d  4- , Z — ) ö  . Näitame, et jada лг«, on
fundamentaalne. E6'6pkülikvõrduse || .^ - M | Z +  || °-+ >^\[Z — 
-^(n^llVlI M ^ )  abil saame
II лГи. - |!Z =  I ~ ~ (г1*'' - ^)||г=
— Z (|| aT^  —  A-r|| +  —  Ц Ч- лГ^ - 2. A«r|| .
Et К on kumer, siis -t лг^) e  ki ning
И Ч- аГ^ — 2.aj-||^  — ^ -j|j^ - (лгм +■ аГ^ j — АО" I ^ Ц cL .
Seega | лгл — аГ,^)! i 2  (t л +  >• »у j * О y kui к t 
Ruumi V  täielikkusest järeldame, et лгл koondub mingiks 
elemendiks w - e V ; hulga K. kinnisuse tõttu K. Nüüd
saame võrdusest || аг^ - л-о- | | =: cA, ч- £ ^  piiril \| *a.~ л*гЦ = <A,^ 
s.t. va. on ülesande (1 .3) lahend.
Veendume veel lahendi ühesuses. Olgu lahea-
did. Siis
(а.л , и.л) ^ “ ^ 0 /
sest *хл on fliesende (1.4) Iahend, ning
“0 >  - ^ 0 >  
sest u., on fllesande (1.4) lahend. Viimaste võrratuste liit­
misel eaame (*-»ч -**!,, ehk И mil­
lest .
Lemma 1.3 on tõestatud.
Lemma 1.3 põhjal võime öelda, et igale elemendile w e V  
seatakse vastavusse parajasti uks element mis asub
kõige lfihemal elemendile -vr . Niiviisi on defineeritud ope­
raator P^ - Kx . Seejuures, kui siis P^ , -ur = 
Operaatorit P^ nimetame projektoriks hulgale К .
Lemma 1.4. Operaator Рц/ rahuldab tingimust
I Рк -г, - PK ^ x. II * I И V w , ^ 4 eV.
T õ e s t u s .  Clgu ja —  Рк <ы3_.
Siis lemma 1.3 põhjal
(<jl, , и.,. - «.л) ^  ^ a . -
(u.t , ? - ***).
Nende võrratuste liitmise tulemaeena
(^•л - ***., **»- * * 0  >
Siit saame
i| u., - (aJ-,- ^  , “,-***) 5: К - ^ и и|-иг1|;
millest
И - «■ j. H * M - **»4 H •
Lemma 1.4 on tõestatud.
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5. Lahendi olemasolu ja tihe в use teoreem
Teoreem 1.2 (Stampaoohia teoreem). Kui bilineaarvorm cl 
on tõkestatud ja koertsitiivne, hulk К kinnine ja kumer, 
siis iga € V y korral on võrratusel (l.l) parajasti üks 
lahend.
T õ e s t u s .  Olgu А €; k£(V,V) bilineaarvormi a. 
poolt seosega ( A  = а-С‘х>»лГ) > mflSratud
operaator (lemma 1,1). Rieszi teoreemi põhjal funktslonaali 
esitusest võime öelda, et antud funktsionaali korral
leidub parajasti üks element ^feV nii, et
лг> =  (Ц5, лг) V u e V ,
Ülesanne (l.l) on siis samavSSrne jfirgmisega:
WwfcWl : -^-o  V  -vr e к ^
ehk, teisiti kirjutatult
абК : ( ^ + s ( A u - - 4l,) - u ; ^ - w - ) ^ o  УлгеК, 
kus = covvyvb >0. Viimase võrratuse esitame kujul
vx e  К  : (л ^ ; д г - ^  ^  ( aa. -  ^  ( А  « - - Ч 1) V- Nr e  VI . 
THhistades /w -= ^ oleme saanud võrratuse
(1.4), mis on lemma 1.3 põhjal aamavSSrne võrdusega
^  ( ^ - S  Ca « - - 4? » .
Defineerime operaatori
G s <r = P k  (*r- ? САлГ-^) ) ^  V -
Eelneva aruteluga oleme nfiidanud, et ülesande (l.l) lahendid 
ühtivad operaatori G  ^ püsipunktidega hulgas К .
JSrgnevas nfiitame, et sobiva valiku korral on kuju­
tus G ? '• К ~ ^  ahendav. Suvaliste Vv korral saa­
me
I I at - г^|1г=  II ( ^ -  3 (A
<. Ц лг -  ^  ( А  ЛГ- 4>) -  -  <5 (A  ) ) | |  —
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=  Ц (л г- /W-) -  5  А  ( л Г -  Л ^ г ) ^ - ,
- II "r - 3 (А (*Г- *«**), *г- л-!-) + 9г(| A  (-vr-A*r)||^
< ( i  -  2. 9 -< + $г Мг) II
Seejuures \ — 2. ^  о< + ^ 2М2< i parajasti siis, kui О < я> <
л .
<  . Valides viimast tingimust rahuldava parameetri ^ y 
võime väita, et omab parajasti ühe püsipunkti hulgas
see on ka ttlesande (l.l) ainus lahend.
Teoreem 1.2 on tõestatud.
Esitame mõned Stampaoohia teoreemi puudutavad täiendu­
sed ja märkused.
1. Ülesande (1.1) lahend sõltub pidevalt vabaliikmest 
järgmises mõttes: kui ul; on võrratuse (l.l) lahend, mis 
vastab funktsionaalne siis kehtib hin­
nang
II *-*ч -  u i  II  ^ ~  H 4^ — 4г II •
Tõepoolest, võrratuste
<x (*>-,, “ i _лЛ0  > u -*“AAt>>
iA
A  ( ***. , - иг) ^  - ^ 2_>
liitmise tulemusena
^ ( U r  U l; 2 ~ ^  ~^^У/
mille abil
oC И ы, - ^ г||г$ ü., - А^г) <.
~ ~  ^ !Ц-» ~ j^- II II ~ ^ i l l ,
eiit saamegi nõutava võrratuse.
2. Stampaoohia teoreem esitatud kujul on avaldatud 1964. 
aastal. Juhtu К - V  tuntakse Lax— Milgrami teoreemina, see 
pirineb 1954. aastast ning väidab sisuliselt;, et tõkestatud
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ja positiivselt määratud operaatoriga võrrand A  on
üheselt lahenduv iga vabaliikme ^ korral. Sümmeetrilise bi- 
lineaarvormi puhul saadava ruutfunktslonaali minimiaeerimis- 
ttlesande ühene lahenduvus oli teada aga märksa varem.
§2. K f i i t e i d  I l i i k i  
v a r i s t s i o o n v õ r r a t u s t e s t
Erme näidete juurde asumist toome hiljem vajalikke tä­
hiseid ja esitame mõned tulemused Sobolevi ruumide kohta.
Olgu Л c R " - lahtine hulk. Mittenegatlivsete täisar­
vude гл. korral defineerime Sobolevi ruumid И ) —
=  U t  1_г(л-) - 1 > V  t  ИI kusjuures D* tähenda^
distributsioonide mõttes järku tuletise võtmist. Huum 
h ~0 )  on Hilberti ruum, kui temas kasutada normi
11 ^ »и ~0 ) =  в СЧ *.)) *
Olgu С (Ji) ja С (Л.) vastavalt hulkadel £ l ja П  vw korda 
pidevalt diferentseeruvate funktsioonide ruumid. Sümboliga 
2)(_ft/) tähistame põhifunktsioonide ruumi, sinna kuuluvad 
lõpmatult diferentseeruvad ja hulgas -Q- kompaktse kandjaga
funktsioonid. Huum H  ^  on hulga & b (s t) sulund ruu­
mis Seejuures H -  H  I(-Я-) =  Huum
koosneb hulgal S l. mõõtuvate ja peaaegu kõikjal tõ­
kestatud funktsioonide klassidest. Negatiivsete indeksitega 
Sobolevi ruumid defineerime kaasruumidena H  (st) ^  (h
Analoogiliselt defineeritakse ka vastavad ruumid rajal 
Г »eeldades, et tükiti sileda Г~ korral ou ta lokaalselt 
(hulga Г peaaegu iga punkti ümbruses) [R* * struktuuri­
ga, s.t. hulgal Г määratud funktsioonide jaoks on oleaaa
diferentseeruvuse mõiste.
Lemma 2.1 ([б], lk. 147-150). Olgu _Q.C|£^ lahtine 
tõkestatud hulk tükiti sileda rajaga Г” . Avaldis
( 1 (liF;)1^  +
-Л. " ~ 4 v
on ekvivalentne ruumi H  normiga, kui a t L  5.0
Ja v>o l ^ j x  t  Г; > о^ >  О .
Tähistame С "Х-л) korral sümboliga ^лг funktsi­
ooni лг ahendi rajale Г” , seega C ^ ^ r ) .
Lemma 2.2 ([4], lk. 34) (teoreem jälgedest). Olgu 
lahtine hulk i l  tõkestatud ning tema raja Г* sile.
Siis vastavus ^  (-**•) — * ^  ( О  , ^  > 1, on üheselt
jetkatav pidevaks lineaarseks teisenduseks ^  . H  ^  (-Л.) — ;> 
-* H ^ ‘4(r)y seejuures )p (Н ^ (л )) H  ^ (r).
Lemma 2.2 mõte seisneb selles, et iga funktsiooni kor­
ral ruumist И '"'‘(S L ); >, on üheselt määratud tema väär­
tused rajal Г kui funktsioon ruumis H  seejuures 
iga Н'Хг) korral leidub funktsioon ruumis 
nii, et tema ahend rajale Г on -\r .
1. Lõikefllesanne
Olgu E  Lebesgue'i mõttes mõõtuv hulk. Skalaar­
korrutis ruumis L 4 e )
(u. at) =  S аа^х)
E
on ühtlasi tõkestatud koertsitiivne bilineaarvorm. Olgu 
antud ‘"f tl^E). Defineerime И. 1_г(Е) ; ЛГ ^  Mp
р.к. hulgal E  ^  • Hulga ^  kumerus on kontrollitav vahe­
tult, näitame kinnisust. Olgu лг^ t к f — > лг ruumis 
L \ E ) .  Siis (on teada funktsiooniteooriast) leidub osajada 
(indeksite hulgaga IS^C(Ы) nii, et лг*.— >^r , ч e N ^  p.k.
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hulgal E  . Seega ka лг .^^  p.k. hulgal E  » s.t. 'vre
Stampacchla teoreemi põhjal võime väita, et iga
^ feL^CE) korral ülesanne
»JL €: К • S ^  cX -X- ^ S ^ (лГ- >jS) cilX V-\Ttk! (2.l)
E G
on üheselt lahenduv.
Veendume selles, et ülesande (2.1) lahendiks on funkt­
siooni "lõige" funktsiooniga :
f  %&.) , kui ^ &-) ^  Ч’С*);
U_ —  ЛЛ.О.-Х.
pidades silmas, et funktsioonide vSSrtustest rflSgime siin 
p.k. hulgal E  • Tõepoolest, iga лг^К korral, arvestades,
et л г - У ^ . О, saame
 ^ кл (лг- ^ ^ (лГ-^сАх +  ^ ->
V M  H < ^  e T J J
s.t. u. rahuldab võrratust (2.1).
2. Tõkkeülesanne 
Olgu S L  (R.*'" tõkestatud lahtine sidus hulk tükiti si­
leda rajaga Г . Olgu antud funktsioonid ^
• j — Л vv nii, et mingi °<o>0 korral f h ~ >"' > > °
2Г a : i W U ;  >, °<« I  ^  Vfc O R "  P.k. hulgas Л.
c,-^a 4 4
Defineerime bilineaarvormi
o-Оъ*) =  (2.2)
VÕrratusest
jlreldub bilineaarvonni cl koerteitiivsus ruumil V  = 
*  H  C-^;, sest sellal ruumil on eraldis
(S 2 Г (^in) ekvivalentne ruumi normiga
i i ^ h : u ) = (  ~ + s 2 (|
Põhjenduseks piisab lemmas 2.1 võtta *•<?*)= i , ’с^Г sest 
kui "vTfe H'aC-2.^siis лг|г= 0 .
Ülesanne. Tõestada bilineaarvormi o. tõkestatus ruumil
н 'О ).
Olgu antud ^  e Ц '(л) t \y ^  О P « k .  hulgal Г (märgime, 
et lemma 2.2 põhjal ning valime hulga
к — • *j~ (z И1(л) : p.k. hulgal S l  .
Seejuures W 4<a.-x.  ^4/ t ol ehjlC-^) ^C2]» lk* зеерй-
rast .
ülesanne. Tõestada hulga К kumerus ja kinnisus.
Me võime ntffid Stampacohia teoreemile tuginedes väita, 
et iga ^ ^ V /= H  korral on variatsioonvõrratus
ULfekl : <*•(.**-> Ar~ «■) >лГ“ (2.3)
Üheselt lahenduv.
Bilineaarvorm a. mÄBrab <2heselt operaatori 
L 6 ^  seosega < U ^ )  =  ,
VV,(-a-). 2ui о.-- €• Сл(-Л), e ü s  u.eCY_rt) korral 
а
(x) =  -  2 1 1 ^T-(° -4 (x) | r H x)); arvestades veel o. koert-
w,] = 4 ь J
sitiivsust, võime öelda, et L  on elliptiline diferentsiaal- 
operaator.
Uurime jfirgnevalt variatsioonvõrratuse (2.3) lahendi
onaduei. Eeldame, et ьх.} ^  e. C ( S i )  . Hulk ^ эс t  £2. :
u fr) >  V(x)'] on lahtine ja I -=■ !(«-)= < €-Л -
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ж Ч'<?0 ^  kinnine hulgas Л  . Hulka I  nimetatakse lahendi 
ко intsident sake hulgaks. Tailine Tabalt ^c.CrQAT. Sile leidub 
punkti у. lahtine ümbrus *U nil, et u.(^ c) >  44?c) iga 
korral.Valitee rabalt põhifunktsiooni ^  e  <S)(fU). Leidub 
£ > 0  nii, et аг =  a  + ^  s.t. лгек. Asetades 
аг = aa ■+ £. vf võrratusse (2.3), зааше peale jagamist posi­
tiivse arvuga Z- võrratuse
ЧО Ъ Щ  , V  vf e  a ( * U ) .
Põhifunktsiooni vp suvalisuse tõttu kehtib see võrratus ka 
korral, seega
S.t.
= < ^ , 4 >  V ' f e S C ' W ) .
Sellega oleme nfiidanud, et -L aa =  ^  hulgal ££ \ I  distri­
butsioonide sättes, küllalt sileda u. korral on aga tegaaiat 
võrrandi L u  s |  l&handiga klassikalises mõttes hulgal
a \ i .
3. Elektrivool osaliselt pooliuhtlva 
rajaga piirkonnas
3*1. fileaaade saatemaatillne püstitas. Vaatleme piirkon­
da S2. <- elektrit juhtivas keskkonnas. Olgu ^ -^ S i., 
juurdevoolavate laengute ruumtlhedus ( kirjeldab piirkon­
nas -Q. paiknevaid täiendavaid vooluallikaid), *a<$c) elekt­
rivälja potentsiaal, €“(*.)> 0 elektrijuhtivustegur. Eeldaae, 
et О , s.t. materjal ei muutu kuskil isolaato­
riks (kui keskkond on homogeenne, siis >o}.Laengu 
säilimise võrrand on
—  <JLc->r ^ ~  ^  f ^  €  Sl. , (2.4)
Märgime, et kui 6"0>c)=Co*.vk f siis saame siit Poissoni
-  Да r _jL_ .
6-
Eeldame, et S L on tõkestatud, tttkiti sileda rajaga Г*, 
mis on jaotatud kaheks osaks Г =  Г„ U  Г л ; Г, П Г4 - f t  • 
Edaspidises arutelus teeme reel eeldusi Г\ kohta. Olgu 
osal Гв antud potentsiaal
(x.) =  0 ; хбГ0 . (2.5)
Eajaosa Г, olgu pooljuht, mille paksust me ei arvesta (on 
niivõrd õhuke), oletame, et laseb voolu lfibi Q  suunas. 
Eeldame, et П, vÄlisküljel on antud potentsiaal ^(>0,,
>c e  Г„ , seejuures и.(х)^хеП|, tähistab potentsiaali 
siseküljel.
Kui ^  (=0 >  5\(>c); хеГ^ siis tekkinud pinge tõttu 
peaks vool kulgema vfllisnormaali к- suunas, aga pooljuhi 
takistuse tõttu seda pole, s.t. 3 • *v -0 (siin ja edaspidi 
punkt tlhistab skalaarkorrutiet ruumis iRb ). Ohmi seaduse
põhjal võime voolu avaldada 3 = (tarvitseb silmas pi-
А о
dada, et ~  =■ ^  on eritakistus). Seega, et - —
ae u. • vv } saame
3 - w  = -  G~ f ~ -  -  O, 
millest S > 0  tõttu — О.
Kui aga и.(эс)£ ^ ( x } , хьГ1; siis pooljuht ei ta­
kista voolu normaalieihifi £2 sisse, seega ‘ö - v ^ o ,  millest
А
omakorda > O. Meenutades, et П paksus on lõpmata vüike,
'ÖVv
võime füüsikalistel kaalutlustel öelda, et tingimus и(эс)<
<  2ч(х) ei ole lubatav (vastasel korral muutuks normaalisihi- 
line vool lõpmata suureks).
Selliselt saame rajaosal П, kokkuvõttes tingimused
võrrand i
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1 , X  fc Г, . (2.6)
Eokku saame nähtust kirjeldava ülesande (2.4)-(2-6).
Märgime, et kui Гл= 0 ,  saame siit erijuhuna Diriohlet' 
ülesande.
3.2. ülesande esitamine varjatsloonvftrratueena. Siin näi­
tame, et ülesanne (2.4)-(2.6) on taandatav I liiki variatsi- 
oonvõrratusele.
Eeldame, et &  e } ^  в } &  e  . Oleta­
me, et ülesandel (2.4)-(2.6) on lahend u. fe С*0>2)ОС\.1>1). 
Tähistame
\(  ^ -  [лг<= C \ ü ) n C A(il): ^ r(x) = о, осбГ.; ^  П ].
Siis la е К ^  > s.t. Võrdusest (2.4) saame
korral
_ ^ JiZ-уГ ( {Г  <у\аиА Ал)(лГ- «s^ x. —  ^  ^ (лг- JU^  Л -эс. (2.7)
J1 -О.
Ме kasutame võrduse (2.7) teisendamiseks Gauss— Ostrogradski
valemit (к - välisnormaal)
5 с!ч^лГ лГ сА эс — S Л^~ • W  сА^Г" t
St Г  ^ _.
mille kehtivuseks piisab, et лгС^ (Л.)ПССЛ). Võrduse
(2.7) vasak pool teiseneb
S сLz~J- (б* ^ vo^ cS. *о.^ (лГ-Д-х. —
Л
= J Д. Г-О'Г6Г /и . (лг -  ал)) Д х -  S <у\.а_с£ лл . <yvd.cH -  *- к )с к  ас —
=  б*(лг_ лх) Д Г" - S б~ аа • (aj~- cÄ _
Г ~-Я-
Võrdusе (2.7) võime nüüd kirjutada
S S' cjnocÖ. ш_ . <^ ko-cS(,^ sT — al)«A эс = S ^ (лг—лх) cA. эе -f
-а ” u _n_
^  ^  l *vi — «Л|С7\ \ = \ -Ц -VI — I сл X  1 n __+  £б‘э £(*г- ‘^ вкг (2.8)
Г -Я- Г,
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sest tõttu aj- = v x — о hulgal Г"0. Veendume sel­
les, et võrduses ( 2.8) esinev pindintegraal on mittenegatiiv- 
ne. Tõepoolest, kui korral siie ( 2 . 6)
põhjal kui aga ^Q * -) -  siis (2.6) tõttu
i ü Q c ) j O  ning lisaks >, s.t, лг<Ъс)-
3  vv
— *x(x) ^ О .
Niisiis oleme nfiidanud, et kuid fllesandel (2.4)-(2.6) 
on lahend u. e C Z(Il)nc.t^X siis kehtib võrratus
S . ty\cvJl(-'Г-ы.^сАэс (^лг-дл^сДд: УлГб-1 4 . (2,9)
JMrgnevas nÄitame, et kui ja on rahuldatud võrra­
tus (2.9), siis on files ande (2.4)-(2,6) lahend. Seejuures 
tingimus (2.5) sisaldub definitsioonis, seepärast jfifib 
ntidata (2.4) ja (2.6) kehtivust.
Võtame <\r=u±v^ valides vabalt Siis
Võttes ^=UL4^f, saame võrratusest (2,9)
S S' < ^ а Л  14. . <yv.<cuefi. -5 . S "P «=*> >t- y
age аr= korral
— S S ' «учекЛ. л-*. • <yvo-tÄ. -^p ctae. —  S ^  ^ c^ * -^ j
seega
S <^pv«aeH. l_l . С|\аД 4? oUc. ä   ^ x. V  vp ^ 2)(Л^ . 
Teisendame selle võrduse vasakut poolt, kasutades Gauss— Gst- 
rogradski valemit
 ^ S"<уч.аиЛ АЛ • «Л-'эс -ü
JV
=  ^  «5LC->X гуч ca_ei JUL СлГ- (б” —
-=. S «yvcuci. л-c • к x. — S cJLt-чГ (j5~<у\«аД и^ )^Ц) dl зс ,
Г 3
Bt Ц> = 0 rajal Г, siis pindintegraal viimasae võrduses on
\
null ning
V f  еЗ)(л).
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Viimane võrdus tihendab, et distributsi­
oonide mõttes, aga eeldused } 6" ja a  sileduse kohta an­
navad siin võrduse igas punktis x  e  S l.
Asume tõestama tingimuste (2.6) täidetust. St u. rahul­
dab võrrandit (2.4) ja u e  siis kehtib ka võrdus
(2,8). 2uld (2.8) Ja (2.9) kokku annavad, et
S G ЛГ^ . 0  У ^€ . (2.10)
Г( r\
Säitaae kõigepealt, et siit järeldub võrratus € -g-—  ^ 0 ;
хеГ^. Siin eeldame, et on kflllalt sile (normaal kv
muutub siledalt) ja ei oma Isoleeritud rajapunkte hulgas
r -
Oletame vastuväiteliselt, st 6Г - < о mingis yeaJrtis
эс0€г Гч. ®t ULb siis *x oa kflllalt sile ja S  g ~ < 0  
ka aingis punktis ус.л ь C w b  T\ (siin kasutaroe asjaolu, et 
эс, Ambroses leidub Гч «iaepunkt зсч). Järelikult 6" " ~ - < o  
hulgal S 0 c 4,^)fln, mingi 5">o korral ( S  )
tähistab siin lahtist kera raadiusega S ja keskpunktiga * 4) 
Moodustame '«f ( R * )  nii, et ‘-f (*)> О ; x  t  S(^,<5/a ); 
4> ^ ) ^ o  S Q * v <y ja sp(*> =  o  S ( x 4>£ ). Võime vii 
ta, et A T r a ^ v f  , kui S  on kflllalt väike, sest
siis ^(x) =  о, kui зс€гГо. fföfld saame
S ^  i S - <•''-“■) АГ = 5
г, r.ns^Ä*)
see on vastuolus tingimusega (2.10). Vastuolu tõestab vdrra- 
tuse 6" >  о xfeT, , millest flhtlasi S x d  tdttuö Vv ' '
ъ о, x  e П, .
JÄrgnevalt vaatleme juhtu, kus punktis х,еГ( kehtib 
võrratus ^ ( ^ . )  >  Nfiitarne, et siis =  О .
MBrgime kõigepealt, et piisab vaadelda juhtu, kus oc0«: сwvb Г;, 
Tõepoolest, kui эсл on П, selline rajapunkt, et >
>  J® Г, sisepunktide korral on tõestatud, et ju.(:*_)>
> 5\(x)^ ^±- = О j siis küllalt vöikese 5 > o  korral >
Э Vv
>k(x) , X fe S C * , , 5 “) n  Г, j  n in « võrdus = О laieneb
eelduse /uLfeC^it) tõttu punktile sest tema igas ümbruses 
leidub Г4 sisepunkte.
Niisiis, olgu 3ce feCwv-tr, ning лл(эсв) > ^ (xe). Kui
> о __on küllalt väike, siis ^(x) > e S(xo><£)0 Г^.
Valime vabalt ^  e  Siis küllalt vöikese i_>0 kor­
ral
лг(_эс) tr u.(>c)-± zyfr.) > u.(x)- ^  .
Ka tingimus *г(зс) = ч(х)=о;хеГ0у on töidetud, kui S' 
on küllalt vöike. Seega лге k^. Nüüd saame võrratusest (2.10) 
лг = tx + korral
* 1
—
ning aj- = korral
Э
r 3^7 
mis kokku annavad 1
S 6-|±L dl Г = О Vvpe3)(S(5c.^)).
p d А
Kui kehtiks e) >  О , siis mingi O^feCp^cT) korral
| i - ( x ) > 0 ,  x e S ^ / J n r , .  Valime ^ . е8>(5(хвД)) 
nii, et vf » ( * ) > o ,  эс e S^coycT)y ja <-Po(x)>o>->c fcS 
Sile
r, r.nsc».,?.)
Saadud vastuolu tõestab, et
Oleme nöidanud, et võrratust (2.9) rahuldav u e - k j  on
22
ülesande (2.4)-(2.6) lahend. Ühtlasi on meil näidatud ka 
Ulesande (2.4)-(2.6) ja võrratuse (2.9) samaväärsus küllalt 
siledatel funktsioonidel (hulgal Lahendi olemasolu ja
ühesuse probleemi lahendamisel läheme traditsioonilist teed: 
üldistame võn. tust (2.9), loobudes lahendi siianivaadeldud 
siledusest, tihti räägitakse siis üldistatud lahendist.
3.3. Variat3loonv6rratUBe ühene lahenduvus. Olgu V  =
=  K -П) : *г(Ьс) = о p.k. хеГ,], siin lemma
2.2 lubab väita, et лге]Дг)> seega saame rääkida võrdumi­
sest nulliga peaaegu kõikjal. Näitame V  kinnisust. Kui 
лгл—Э'чГ ruumis И \S L ) f лГ„ e  V, siis lemma 2.2 lubab 
järeldada, et — * лг ruumis L \ r ) .  Mingi osa jada
koondub elemendiks лГ p.k. hulgal Г 
ning tingimusest *rw(x)=o p#k. x  еГ. saame, et лг(х) = о 
p.k. хеГ0 . Seega -vreV. Hulk V  on Hilberti ruumi 
H'X-Jl) kinnine alamruum, seetõttu täielik.
Eeldame, et 1  6 L  Ja defineerime
* r ( x . ) Z ^ )  P.k. Olgu
Ülesanne* Tõestada к kinnisus ja kumerus.
Eeldame veel, et ^ в L^C-ß. ) } 6" fe- L £Г$с)^(Го>0 ning
vaatleme ülesannet
к : S б’у'-аД ( v r - ^  S V - ^ K .  (2.11)
SL -Л-
Defineerime
q_(*j = S б* лл.  • лг cXx л^ге ‘v. (2.32)
-Л,
Et siin on tegemist erijuhuga hilineaarvormis-t (2.2),- mis 
oli tõkestatud ruumil И siis ka (2.12) on tõkestatud.
Bilineaarvorm! (2.12) koertsitiivsus järeldub võrratusest
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ning lemmest 2*1, kui võtame seal nSiteks a(x)si; ж: е Га - 
л-(ж) * о } . TÕrdueege
< < f ^ >  - х * * * * '  v '
s£Ssetud lineaarne funkteioneel £ on tõkestatud, eest
K 4 »  II l\ si) V  • 3Tttad Stampaoohia
teoreemi põhjal viita, et võrratus (2.11) on ttheselt lahen- 
dar*
Meil jiSb lahendamata probleem sellest, oillal võrratn- 
se (2*11) lahend on kttllalt sile, et olla flhtlasi ttleeande
(2.4)-(2.6) lahendiks. Peab bKrkinsa, et see (variatsloonvõr- 
ratuse lahendi regulaarsus) on ffldiselt raske kGsimua.
4. Blaatee membraani tõketega 
Iffbipaine
Vaatleme Õhukest elastset membraani, mis täidab piirkon­
na SL с R.3' ja on kinnitatud SL rajal Г. Olgu
/
membraani kõrvalekalle taeakaaluasendist, ^ <?c)> aga
membraanile algasendiga risti mõjuva jõu tihedus. Tekkivat 
llbipainet kirjeldab võrrand
Siin "ПС*), tr SL } on pingsus, see on membraani iseloomus-
^ T „ > o  , xe-Jt, ja HMrgime, et homogeense
tthtlase paksusega mebraani korral "T*(ж) — сокЛ . 
Bilineaarvora
ja rajatingimus
u.(5c) =r O  J x: t Гв .
tav antud funktsioon. Seldame, et *T *  L“0 ) - T Cx) j.
on sümmeetriline ning, olles erijuht bilineaarvormist (2,2), 
tõkestatud ja koertsitiivne ruumil V  =  Punktsio-
naali Sj-eV' mfiarame seosega ^ ^  ^  =  Ü (^ж^лгхр^Д-х-. Me-
JV
haanika kursuses näidatakse, et funktsionaali
K r) ~ h a4?r> лг| Л-*- dx.
jv
vöBrtus on asendis лг oleva membraani potentsiaalne energia 
(siin I - I tahendab eukleidilist normi ruumis 1R2-).
Vaatleme juhtu, kus membraani lfibipaindele on seatud 
tõkked
Ц’С*) $ u.(x)^ vy<?0 , эс fc «JL j 
mille juures eeldame, et ^ } vf' € ning чр(эс)^<Э^.
с ч*/$0 , x e  JI. Defineerime
К = { /vre НА0(л) : ^(*) $ лГ^с) $ p.k.
Nfleme, et O e K ; seepfirast 0.
ülesanne. Nfiidata, et К on kumer ja kinnine* 
Füüsikalistel kaalutlustel võime eelda, et tõketega II- 
bipainde ülesanne on samavSIrne energiafunktsionaa11 mi­
nimiseerimisega hulgal К . Teoreemi 1.1 põhjal aga see mii- 
nlmumülesanne on samavllrne võrratusega
a t  К : a. (ал ) лг- ал) >, ^  V-»r€- Vs . (2.13)
Stampacohia teoreejn ütleb, et (2.13) on üheselt lahenduv.
Vaatleme juhtu, kus u_ t чр , €, С (-S2.) - Oiß11 I - T(u)= 
er J 1  : <л(зс)=<^ф.) või AX(Sc> =  •
Ülesanne. Tõestada, et võrratuse (2.13) küllalt sile la­
hend u- rahuldab võrrandit —  <A-C^ r ( T  j
A \ T .
7
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5. Slgnorlnl ülesanne
5.1. frleaande kirjeldus. Olgu tõkestatud elast­
ne keha tükiti sileda rajaga Г . Kehale rakendatakse jõud
ruumtiheduaega =  (*) , zfr), , эс €• Sl J mille tu­
lemusena leiab aset deformatsioon: keha punkt koordinaatide­
ga teiseneb punktiks -х.г  ^ vek­
torit и- с = 5ь ;-а^: j ^ nimetatakse nihete vek­
toriks. Keha deformatsiooni Iseloomustab niisiis vektorfunkt­
sioon = («.<(:*.), ***(*•), e_SI .
Deformatsioonltensor defineeritakse võrdusega 
с » (n \ —  J_ J. Эа; _L 4^- ^u.*. 9  Vi \
} "  г  ^  Э^Т
Jlrgnevas eeldame, et deformatsioonid on väikesed. Seepärast 
!*• avaldises osatuletiste korrutised on kõrgemat järku väi- 
kesed osatuletiste endiga võrreldes. Niisiis olgu
On salga, et deformatsioonltensor on alati sümmeetriline :
*
Olgu 6“^-^  pingete tensor. S9lgitaöe selle sisu. Oleta­
me, et deformeerltav keha Si. on jaotatud mingi pinnaga ka- 
heks osaks ja -Ttx . Olgu Nj selle pinna punkt ja w
ühlknormaal SL г suunas. Kehad 
.5 .^4 ja ^ 2. ®в ju tavad teine­
teist elastsus jõudude toimel, 
seejuures keha mõjutab keha 
jõuga, mille tihedus punk­
tis M  on komponentidega ___
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p. s= 2 ^  6"': *; , kus »rv =  } ; . Kasutades siin 
w i=4 * 4
tähistust F =  (F4, F ^ F ^  v6im6 kirjutada F  =  6 ' w > kus 
S'— f 6T'-13 - on mõeldud maatriksina. Märgime veel t£ht- 
sa erijuhu, kus jaotav pind on Sc rajapind, к selle välie- 
normaal. Siis F  =  6"*v on nende jõudude tihedus rajal, 
millega väliskeskkond mõjutab keha .
Pingete tensor ja deformatsioonitensor on seotud võrdu-
sega
ъ
6"ciC-) =  ^--- Geriet (2.14)
0 <;L-A 0
kus *.«_(*-) ,:зс.еЛ, on vaadeldava keha nn. elastsuekor-
dajad. Neil on omadused
C^i. ~  Q'y  <1 = ^  SL,
ъ 3 z (г.15)
^____  \ l :  (°<>o) Vxfc&
с^)<Л=-' * Ы=' * Ä
Märgime, et seos (2.14), mis on tegelikult lineaarteisendus, 
iseloomustab pingete ja deformatsioonitensori vahekorda nn. 
lineaarses deformatsiooniteoorias. Ühtlasi võime (2*14) ja 
(2.15) põhjal järeldada, et pingete tensor on sümmeetriline:
Kui keha on jõudude mõjul peale defornatsiooni saavuta­
nud statsionaarse oleku (enam edasi ei deformeeru), siis 
kehtivad nn. tasakaaluvõrrandid
<г-1б>
i=A ^
Tundmatute m ^ C  = 4,2,3^ määramiseks on siin kolm teiet 
järku osatuletistega võrrandit, lahendi öhesuseks on raja li­
satingimusi.
27
Klassikalisteks rajatingimusteks on piirkonna ra­
jal P  antud nihkevektorid
“ -с = j e  Г ,
või mõjuvad jõud
^  = F* , к. = i , x e  Г.
Rajatingimueed võivad olla antud ka jttrgmiselt:
^ : = S3- > ro ,
^  *4 -  F C > «  fc Г, ,
Ja< 4 4 
kus Гв и Г, «  Г , Г, n Г, = 0.
Enne "Ühepoolsete" rajatingimuste püstitamist toome 
mõned mõisted ja tlhistused. Olgu
G* -  ^  «с; *ч >
Чж4 4
nimetame teda normaalpingeks, vektor 6"K vv on jõu 6*yv rist-
projektsioon normaalile Vv . 
Olgu 6^. =. S' и. —  6*^ «V , 
see on puutujasuunaline ehk 
tangenslaalpinge. Normaalisuu- 
nalise ehk normaalnihke defi­
neerime võrdusega
ъ
21 >
*■=<
puutujasuunaline nihe avaldub siis 
kx^ , =  aa. —  •
Vaatleme ühepoolset rajaülesannet, kus elastsaft keha 
toetatakse jfiiga pinna poolt, seejuures nende vahel puudub 
hõõrdumine. Seda võib väljendada tingimustega
= О , 3C e r t (2.17) 
О ( ^ о , б-"^^ч =  о ; х е Г _  (2.18)
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Tingimus (2.17) väljendab hõõrdumise puudumist elastse keha 
ja jäiga pinna vahel. Tõlgendame tingimusi (2.18). Jäik pind 
ei võimalda liikuda välisnormaali suunas, s.t. Kui
raja Г punktis O, s.t. toimub nihe normaali w  vas­
tassuunas, siis jäik keha ei mõjuta selles punktis elastset 
keha, seepärast 6^ =  0. Kui raja Г punkt püüab elastsus- 
jõudude toimel liikuda normaali suunas, siis алгО ja 
jäiga keha mõju selles punktis iseloomustab tingimus б^^ О.
Tingimusi (2.17) ja (2.18) nimetatakse Signorini raja- 
tingimusteks.
Sdaspidi vaatleme ühepoolseid tingimusi ainult raja 
osal, ülejäänud osal olgu antud nihked, loeme nad võrdseks 
nulliga. Seega vaatleme võrrandeid (2.16) rajatingimustel
хеГо, (2.19)
~ ° » ocfc n, , (2.20)
u.* $ О , £ О , 6^ =  О ,
kus Г0 U  Г, =  Г t Г"* > о , с = о, Л .
5.2. Ülesande esitamine variatsioonvõrratusena. Selle 
alapunkti põhieesmärgiks on näidata, et ülesanne (2.16),
(2.19), (2.20) on taandatav I liiki variatsioonvõrratusele. 
Defineerime bilineaarvorm!
сх_(аа,лг) =  S 2 Z Z  )
kus
(H Ъч))ъ ^  ^  e  И \л )л  = чЦ
ning J
И V ) ?  ~  ^  И '(-Ä-)4’ ^  " И%*■)* 1 ^ 11 И \ j t ) ) *. 
Eeldame käesolevas alapunktis, et <Хсг«х >on kttllalt sile-
4
dad, näiteks €r С Л(Л ) ^  see tagab sileda M- kor-
rai ka 6"—  (ul) piisava sileduse. Arutluse kfiigus teeme 
täiendavaid eeldusi ka kohta.
Lemma 2.3 (Greeni valem). Kui u. ja <vr on kflllalt si­
ledad, siis
-  \ Z Z I ^ r  * *■ =  “$($*(“)• 4* +  г
* Г
(punktiga tfihistame siin skalaarkorrutist ruumis !R ).
T õ e s t u s .  Üksikasjadesse laskumata märgime, et
esitatavas tõestuses ning seega ka lemma vSites piisab, kui
jyl лге(н\-Л)}*> kuid lihtsuse mõttes võib eeldada ka, et
^ e ( c V l ) ) 3
Võrduse
=  - S  z i
-Л-
JV 3i'
V l=4 * 4
parema poole esimesele liidetavale rakendame Gauss— Ostro- 
gradski valemit, selle tui erkusena
- S 5 z£ r {i  = - S Ž ( i  d.r
* 7 r 4 =tv.=, 4 / d
Saadud pindlntegraalialune «valdis teiseneb
± (±  Ž (±  s - w ^ - r ;  =
=  6(ч) »V - -vr =  (S^ Qj.)-t- 6^(«.) lv) . + лгк tvj) - 5_(u/) + б^С«-) ,
see ongi Greeni valemi pindintegraalis. Lisaks saame tTc- süm- 
meetriale tuginedes
S Z Z  s - ; - w | ü  = i  S jfc, «*» +
»-л-.!-’ 1 j
+  i  S 2Г 6"CiW  A *  =  ^  i  f  ( . J f c H J .  =  a.(^,v). 
2 - i . V r  4 с 4 4
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Lemma 2.3 on tõestatud.
Defineerime V  = [лге(Н‘,(Л))5: a^(=c)= о p.k. эс e Г0] 
tileaanne. Näidata, et V  on kinnine alamruum ruumis 
(H Xsi))*
Olgu К —  ^  V  : лГк < O  p.k. x. e Г4 ^ . Vahetult 
on kontrollitav, et К on kumer. Võrdusega
 ^ V,
1
määratakse pidev lineaarne fuhktsionaal ruumil V  , kui näi­
teks € 1_г(-£2).
Järgnevalt näitame, et kallalt siledate lahendite kor­
ral on ülesanne (2.16), (2.19), (2.20) samaväärne variatsi- 
o onvõrratus e ga
u  e К •. a_( JU.; лГ- ax) ^  *x> \/лге\<. (2.21)
Olgu Ахе(Н*С#))г ülesande (2.16), (2.19), (2.20) la­
hend. Sellest järeldub, et u. e  К . Võtame vabalt 
korrutame võrdused (2.16) vastavalt vahedega лг~ — t sum- 
meerime u järgi ja integreerime üle piirkonna ; kasuta­
des veel Greeni valemit lemmast 2.3, saame
-Ш ± £г .  6 =  < x ( ^ - v . ) _  
sC  l*' i 4
-  \ S T  (*C - «О**'*' -  - <V) f б^С^Хдг^ - И*))с1Г = o.
Sellest
а.(и.;лГ-Ах) лг-w.) +  S (§ (^«-)-(',JV - uvr)+ ^ «X*0fcr»“u0)°  ^ (2*22)
sest -nt fe H  tõttu ul ~  лг= 0 ;хеГО; millest omakor-
■'-* järeldub, et u.K =  v; =  о ; w-T  = -\rT  = о ; хеГа. Tinginn-
se (2.20) põhjal 6^_(u.)-o , ^ («-)«-н =  0  , эсеГ,, seepärast
võrduse (2.22) pindlntegraalist säilib $ б-*, (aa)лгл ЯГ. See
Г,
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pindintegraal on aga mittenegatiivne, sest ( 2 . 20) põhjal 
6~л(<*)<0 ja лг& V' tõttu лг^ < O j kui Seetõttu
( 2 . 2 2 )  annab võrratuse ( 2 . 2 1 ) .
Olgu nüüd u. võrratuse (2.21) sile lahend. Et -ul e K ,  
siis kehtib (2.19) ja tingimusest (2.20) osa: ^ О П . 
Suvalise '«.p e (S}(£2))s korral aa ± ^  K. ning võrra-
tusest (2.21) saame võrduse <x Avaldist
сх(^чр) teisendame Greeni valemi abil; arvestades, et seal 
esinev pindintegraal on võrdne nulliga, saame
[ Z ^ ( Z . Ä r r  +  a>. = о V ^ f c ( 2 )(Sl)f
Vöttea oasa vaatavalt , °;о )^ (ол 4  ЧЧ).,
ч>: *а (Л ), saame võrdused (2.16). Seega jäSb näidata
(2.20) täielikku kehtivust.
VÕrduste (2.16) täidetuse tõttu on meie kasutada ka võr­
dus (2.22). Sellest ja võrratusest (2.21) järeldame, et
S (^ г(м-)*(лГх -и-т) +  б‘к(,д-)(лГ* - “-*))<* Г г. О v^re к . (2‘23)
Eeldame, et rajaosa Г~4 on küllalt sile ja tal ei ole iso­
leeritud rajapunkte. Tarvitseb tõestada, et 6 V W )  = 
oc fe С«лЛ- Г* , sest Г* ra japunktidele laieneb see võrdus 
pidevuse tõttu. Oletame vastuväiteliselt, et 5T (u)(x„jф o y 
kus эс e fc t vvi Г, . Siis pidevuse tõttu (<л)(-*.) ^  о 
•эс. £ Гл П s(x.,£) mingi <£>0 korral, olgu ta nii väike, et 
S0*Lo,S)n ГС Г* . valime ^  e Э>((£г) nii, et
x e S ( x „ ^ ) ;  4><x)< ^ f O * ) - S
Olgu kui X 6  Г,П S C ^ 0/^ ) ; 4' = ° ülejäänud Г osal,
kusjuures ühikulise pikkusega vektor nr määratakse seosest 
hulgal Гл П siin |-| tähen-
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dab vektori pikkust ehk eukleldilist normi ruumis IR^. Olgu 
£ (Н4( ^ ) ) 3 selline (leidub lemma 2.2 põhjal), et *r ahend 
rajale Г en ^  . MSrgime, et f seega /ur^ —  а |^г J
samuti v a  u  +  л*г & К . Saame
S ЯГ= 5 6^(u-)-S>x cLT= ^ К(*)|ЧМГ<о,
П, riOS(x.y5) r,nS(^5)
see on vastuolus võrratusega (2.23). Seeptoast 
X f c  Г, . Võrratus (2.23) pnandab seega kuju
S> V-%re к! . (2.24)
ireitame, et (2.24) annab võrratuse О , x.e . Kui
see võrratue on tõestatud P4 sisepunktide puhul, siis ra- 
japunktidele laieneb ta pidevuse Jfirgi, seeparast oletame 
vastuv&ltellselt, et mlngl punkti эс„е ^  korral
^ лСа)Сх») '> Q • Pidevuse tõttu > 0  hulgal
Д)ПГ< mingi S>Q korral« Seejuures olgu £> nii 
vfiike, et SC*o,<Orircr4. Olgu vffe9>(R*) selline, et 
Ц>(х)< S(xe f £/z) • \fQ c)$ o  , -x. € S(jx.o,&) ja
Ц|(х>1 0  , x. 4 (^зсву£). Moodustame rajal Г ning
valime е(нХ-Л.))г nii, et p  =  Ч' • Siis ^
ning аг —  jul ч- ^  £  И. Lisaks selle at korral
S б‘»С“-)(АГ--“-»)с,'г=  ^ s . W i > A r <  o,
Г, n
mis on vastuolus võrratusega (2.24), s.t. £ О , x. e Г, .
Ühtlasi teame nfifld, et ^ ( " O ^ w  ^ 0 ,х е Г 4 . Oletame jil- 
le vastuvSiteliselt, et leidub хвбГъ kus мл >  О.
Olgu Г,+ = |^&Г ,; u -уч >  О ^ , seejuures Г\ kohta
tehtud eelduste tõttu ^  Гл+ > 0 .  Võtame ’*r =  -i- u. , sile 
лге К . Saame
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\ 6'w(^)(/vr«“ оСГ = - i- ^  Г <  О
г г+ *' \ м
■is on jälle vastuolus võrratusega (2.24). Järelikult
ning (2.20) kehtivus on täielikult
nlidatud.
5.3. Variatsloonvõrratuse ühene lahenduvus. Eeldame, et 
kehtivad tingimused (2.15) ning L“*C-Sl). Biline­
aarvorm a  f ruum V  ja hulk К olgu samad, mis alapunktis
5.2.
ülesanne. Hlidata, et hulk ^  on kinnine.
Ülesanne . Tõestada, et bilineaarvorm cx on tõkestatud 
ruumis (И Л(Л ))г. Näpunäide: kasutada asjaolu, et kordaja- 
te o_- <fi_ poolt seosega (2.14) määratud lineaarteisendus 
on sceil suhtes ühtlaselt tõkestatud ruumis IR9.
Bilineaarvormi o. koertsitlivsuse näitamisel kasutame 
esialgu võrratust (2.15), selle abil
< x O , - r J  =  \ =
4
Edasisel hindamisel kasutame Koini vdrratust ([l], lk. 114): 
leidub °<.e> 0  nii, et
[  ' l__ \\*ri\Z УлгеУ,
л ;Л*' *
sellega on tõestatud <x koertsitiivsus.
Stampacohia teoreemile tuginedes võime välta, et iga 
korral on võrratus (2.21) üheselt
lahenduv.
34
Mürgime, et antud juhul on hilineaarvorm <x sümmeetri­
line, seetõttu on võrratus (2.21) teoreemi 1*1 põhjal eama- 
vSSrne funktsionaali
minimiseerimisega hulgal . Seejuures on deformeeru­
nud keha potentsiaalne energia, kui see enne deformatsiooni 
lugeda võrdeeks nulliga.
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§ 3. K a m e r a d  f u n k t s i o o n i d  
В а n а о h i r a a m i d e l
1. Kumerusega seotud põhimõisted
Olgu к kumer hulk В а л аohi rpumis V  . Funktsiooni
nimetatakse kumeraks, kui
F(A<^ +(<-X)*r)$ XF(*a.)+(a-^ F0*-) Уи.,лгек, Х«ф/). (3.1) 
»elgituseks märgime, et kui võrratuse (3.1) paremal poolel 
;ekib selleks vajadus, siis 3CfclR korral olgu x.+ <*» =  <*>
)a os +  e o a e o y\>Q korral X е« * « » .  Lisame veel, et kasu­
tatakse ka terminit „ kumer funkt sionaal*.
Funktsiooni F  • к -* R. nimetatakse rangelt kumeraks, 
cui »хтЬлг korral (3.1) on range võrratus.
Kumerat funktsiooni nimetatakse pXrlsfunktslooniks, kui 
;a ei ole samaselt ■+ 00 . Edaspidi vaatlemegi ainult pttris- 
funktsioone, seepärast, kui räägime kumeratest funktsiooni- 
lest, siis peame silmas pärisfunktsioone.
Hulki ja 5 лг ; F  (лг) <  > e  R  > nime­
tatakse funktsiooni F  Lebesgae *i hulkadeks.
Hulka dLowv F  *  ^-vr: F £ * ) < + « > ^  nimetatakse funktsi- 
>oni F  efektiivseks hulgaks.
Lemma 3.1. Kumera funktsiooni lebesgue'i hulgad on kume­
rad (nende seas ka efektiivne hulk).
T õ e s t u s .  Olgu F  kumer. Valime vabalt и.,лге 
Ä  ^ лг : F(%r)$ <*-}, seega F(«.)$<*- Ja F ^ )  < a,. Nüüd F  ku- 
aeruse tõttu iga X t ( o ;l) korral
F(Aix + (*-Л)«г)* X F(«.)+(4-A)F^t)$A<»--*-(a-A)o4 -
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F (‘
s.t. X  *j*- -+• (л-Л)лт€г Fe.. Analoogiliselt näidatakse ka hulga 
[ ла- г F( at)< kumerust.
Lemma 3*1 on tdeetatud.
JSSrgime, et funktsiooni Lebesgue'i hnlkade kumerusest 
ei saa alati järeldada funktsiooni enda kumerust.
Vaatleme funktsiooni F  : A  1R A c V. Defineerime 
F  : V-» (R järgmiselt:
F O )  , лге A  j 
, лг€- V \ А .
Lause 3.1. Funktsioon F  on kumer parajasti siis, kui
* - 
A  on Immer Ja F  on kumer hulgal А .
4» 'S.- 0 * 1
T õ e s t u s .  Olgu A  kumer ja F : А JR. kumer. 
Valime vahalt Xui «-,лгеА, siis F  rahuldab vftr-
ratust (3*1), sest hulgal A  kasutame F  kumerust. Xui aga
u.j£A või лг^ A ,  siis (3*1) kehtib seetõttu, et tema pa­
rem pool on +  “ .
Olgu nüüd F  kumer. Xui A  ei ole kumer, siis leidu vae
а;лгеА ja Ле(о;А) nii, et X  u.-*-(4-X)*J-f£ А - Seejuures 
F*(X +(д-Х)лг)$ X  F(ti)+(^-x)F(v) =  X  F(u.)-+(a-X) F( at) 
kuid F(A<*.-V (A-X) +ee. Saadud vastuolu tõttu oa A  ku­
mer. Funktsiooni F  kumerus järeldub nüüd sellest, et ta oa
kumera funktsiooni ahend kumerale hulgale.
Lause 3.1 on tõestatud.
Märgime, et nüüd näeme üht põhjustest, miks vaadeldakse 
funktsioone, mille väärtusteks lubatakse ■+ cx> . Uimelt, lause 
3.1 (täpsemalt, tema tõestuse esimese osa) põhjal on iga kumer 
funktsioon laiendatav tervel ruumil määratud kumeraks funktsi­
ooniks.
Hulga A  indikaatorfunktsiooniks nimetatakse funktsioeni
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M - i  ° }A  U  oö  ^лге V \ A  .
Lause 3.2. Hulk on kumer parajasti siis, kui tema indi-
kaatorfunktsioon on kumer.
ülesanne. Tõestada lause 3.2.
Hulka
e-pv F = I (^, a') €• V  * IR : F (v-) < 
nimetatakse funktsiooni F  epigraafikuks ehk graafikupeal-
seks.
Lause 3.3. Hulga F projektsioon ruumile V  on dlo^F. 
T õ e s t u s .  Kui (лг t <x ) F  ; siis Р(У)б(£, s.t.
лге Лоуч F ; millega oleme nöidanud, et F  С JU** F
Kui aga лг e siis Г(лг)б(^; ning leidub Q.€ IQ nii,
et <*. F(«r). Seega (лг,**.) 4= ^-p^F, mille tõttu cJL>v%n F c
С Pv ‘“' K  F.
Lause 3.3 on tõestatud.
Lemma 3.2. Funktsioon F : V “*IR on kumer parajasti siis, 
kui tema epigraafik on kumer.
T õ e s t u s .  Olgu F  kumer. Valime vabalt 
e 9-^ 1 F. Siis o.<-h ja F(y) $ ^ < +  a°. Iga
Ле(0Д) korral
F(A «■*. -+ (А - >0'*') ^  A F(a*-)+(a-X)P(V)<. A<x -*(a -X) ^  < +
mis aga tähendab, et
А(^ /х) +(л-Л)£г,«»)=г^ а* -+(4-А)лг, A<4-*-(A-A)t) e «-p- F. 
Sellega on а-p* F  kumerus näidatud.
Olgu e-jvi F kumer. Valime u ;' X e cLov^  F Olgu o.= F(u.)(
5U =■ FC-v-), siis ä-^ F, Hulga sijUF kumeruse
töttu iga Afc(o/) korral ( A a  +(\ -\ )^ r  } \  a. -+(A-ä)^>)€
t i ^ F ;  seepärast
F  (Л u. + ( а - А ) ' \ г ) ^  Хя +  (Д-А) t =  А F(V)^(*-A) F(^r) .
Kui aga ia. ф F või *гф cüoir* F, siis A. C.°^ 0
korral A  F(m-) ~^) FC 1^ )— +  00 ja kumeruse võrratus keh-
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tib samuti.
Lemma 3.2 on tõestatud.
Bffirgime, et selles punktis me ei kasutanud ruumi V  
topoloogilist struktuuri, seepärast kehtib kõik esitatu su­
valises vektorruumis V.
2. Alt poolpidevad funktsioonid
Funktsiooni F  : V-» 1R nimetatakse alt poolpidevaks, 
kui koondumisest —) -\r ruumis V  järeldub, et 
^  F O ~ )  ^ F(*r).
*\ -» oo
MSrgime, et jada alumine piirväärtus, mida tähis­
tatakse SLc yv\ o. K või on defineeritud
kui cc*. ning ta eksisteerib alati, sest
v> ~i &Э tc ^  Vv
Cw-2 <=-<. on monotoonselt kasvav jada. Analoogiliselt
t  >. v>.
O- ^ ^  O- ^  “^.c. -
V. -4 o*. *\ -» b -i St 'w
Lemma 3.3. Funktsioon F  :V-*(R on alt poolpidev pa­
rajasti siis, kui iga e (R korral Lebesgue*i hulk 
 ^'VJ“ ^  V  : FC-r)^ <*-} on kinnine.
T õ e s t u s .  Olgu F  alt poolpidev. Valime vabalt 
cx. € R  ning jada F ^  ^  V  ‘. FQ\r) o. ^  nii,
et агл —) аг. Siis F  («г) $  F  ^ <a. •=. a. ^
^ —. ao V\-) °»
seepärast лгб F ^  ning F ^  kinnisus on tõestatud.
Olgu iga cc fc korral hulk kinnine. Valime
koonduva jada агл —) 'O'. Tähistame V’w
Vaatleme algul võimalust *0 =  -°«. Võtame vabalt C, . 
Siis leidub osajada ,vv € N/(N/ nii, et Hul­
ga Fc kinnisuse tõttu R V )  Arvu с suvalisuse tõttu
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F(y) — —схз? kuid see pole võimalik ning seepärast uurime juh- 
tu (ß. (kui & = -t-a<9  ^ siis , s.t. F alt pool—
pidevuse vörratua kehtib). Valime г >0 . Siis mingi osa jada
лгК)Л£ N'c 1К/, korral F  (/му) < Ъ + t , w  e  N'. Hulga 
kinnisuse tõttu ik+t,. st Z oli suvaline, siis
r^r)i.žc= * 4 ^ ) ,  a.t. F  on alt poolpidev.
*4 -*
Lemma 3.3 on tõestatud.
JtreIdus. Hulk on kinnine parajasti siis, kui tema indi- 
keetorfunktsiooa on alt poolpidev.
T õ e s t u s e k s  afirgime, et julga A  indikaator- 
funkteiooni Lebeegue'i hulgake • v  : X A <ju) * ^  on a.< о 
korral <6 ja ol>^o korral А . St hulk on alati kinni­
ne, siis lemma 3.3 põhjal on A  kinnisus samavIÄrne funkt­
siooni %д  alt poolpidevusega.
Lemma 3.4. Funktsioon 1- I V  — > (R on alt poolpidev para­
jasti siia, kui F on kinnine.
T õ e s t u s .  Defineerime abifunktsiooni ^>: V *  1R-* iR 
seosega (*r,<*.) =  F (*г) —  a. (seejuures vajaduse korral olgu 
ал -  <x =  о-» ). Funktsiooni alt poolpidevus tähendab, et 
kui лг* — > — * cxy siis
ч , <*-o
ehk
F  Qvr) -  о. <  U .  (рГлгл) ~ ^ ^ )  =
Д -»eo
—  P (лГ_ ) “ Q_Ä — FC'VT^ 'i —  Q»
Sellest on nlha, et funktsiooni F  alt poolpidevus on sama- 
v l l m e  funktsiooni alt poolpidevusega. Funktsiooni 
alt poolpidevus on l6mma 3*3 põhjal aga samavfiSrne hulkade 
kinnisusega.
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Seega, funktsiooni F  alt poolpidevusest jüreldub hul­
ga
(^ a . )<  o l = : F(*r) ^ <x] ■= fi-joС F
kinnisus.
Teisipidi, kui a-jp-v F  on kinnine, siis iga Ä> fe (R
korral on hulk
4 4  -  Ц  =  : F ( nt) - o, *  Ц г
— I O.) F(*T) — %a ifc Оч^ =■ Й-jpC F  —  C o^ äo)
kinnine kui kinnise hulga nihe, millega oleme näidanud funkt­
siooni F  alt poolpidevuse.
Lemma 3.4 on tõestatud.
Bffirgime, et 3c8esolevas punktis me ei kasutanud siiani 
ruumi V  lineaarset struktuuri, oleksime V  asemel võinud 
võtta suvalise meetrilise ruuai.
Funktsiooni F  *V-?iR nimetatakse nõrgalt alt poolpi- 
devaks, kui nõrgast koondumisest лг -^*aj- ruumis V  j8rel- 
dub, et F  C ^ )  ~>, F(*r) .
Л-^  ÖO
Nõrk alt poolpidevus on üldiselt rangem nõue funktsioo­
nile kui alt poolpidevus, sest nõrgalt koonduvaid jadasid on 
rohkem kui normi järgi koonduvaid, aga näiteks lõplikuaõõtme-
lise ruumi V  korral nad fihtivad.
Lemma 3.5. Funktsioon F  :V-*IR on nõrgalt alt pool­
pidev parajasti siis, kui iga o-fcR korral on Lebesgue'i 
hulk { a t g V :  F ( ^ - ]  jadaliselt nõrgalt kinnine.
Lemma 3 . 5 t Õ e s t u s  on täiesti analoogiline laiasa
3.3 tõestusega, jadade koonduvus ruumis V  tuleb asendada 
jadade nõrga koonduvusega.
I!
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3. *.lt poolpldevate kumerate
funktsioonide mllnltnumfllesanded
Teoreem 3»1. Zumera funktsiooni korral on alt poolpide- 
vus ja nõrk alt poolpidevus samaväärsed.
T õ e s t u s .  Lemmade 3*3 ja 3.5 põhjal on funktsiooni 
F  vaadeldavad omadused samaväärsed Lebesgue'1 hulkade F^ 
vastavalt kinnisuse ja jadalise nõrga kinnisusega. Lemmas 3.1 
nBitasime,et kumera funktsiooni Lebesgue'i hulgad on kumerad. 
Kumerate hulkade korral on aga kinnisus ja isegi nõrk kinnisu 
samaväärsed.
Teoreem 3*1 on tõestatud.
Teoreem 3.2. Olgu F : V — »tß. kumer ja alt poolpidev. 
Siis leiduvad (Lfe\// ja <*€t(R nii, et
F ( n-) ■£<(!, лг)> +  V^TfcV.
T õ e s t u s .  VÕtsme ^ low, F ja cv. < F(u-). Siis 
(и.,<х) ф. e-pv F. Lemmade 3.2 ja 3.4 põhjal on funktsiooni F  
kumeruse ja alt poolpidevuse tõttu F kumer ja kinnine
Järeldusena Hahn— Banaohi teoreemist võib väita, et hulga
F ja punkti saab rangelt eraldada hüpertasandiga
s.t. leidub ф £  * IR.)7 nii, et mingi fikseeritud reaalarvu 
(?> korral
^ Ф ; С <  (i <  V t )  e я-fZ F .
(Märgime, et hüpertp.sandiks on hulk & V  * :
— (3> Meile piisab sellest, et kehtib võrratus
У£гЛ)€в-|рС
Pidevale lineaarsele funktsionaalne ^  võib anda esituse
+  kus ^ feN// Ss T e ^ '  Siis
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+ ft40- <  F.
Võtame лг=а ja 2o = FC^ ). Siis võrratusest ^ } «a^ +  |po,< 
<<(-?, ^  .+ F(*jl) teisendatud kujul 'jp ( F ( ^ ) —  a) >  О saa­
me F(u.)>a. tõttu, et > 0 . Nöfld võrratuses
Ц , * >  + ^  Р» a-^ c F
võtame = F(v) ning saame
-+■ F(jr) ^  (Ь ov4^  P
ehk peale positiivse arvuga y. jagamist
P (**) ^  — ~  -r> -+ V  -«тег Aov^ F .
Valides nüüd L  = -4- A  ja «i= , saame teoreemi väites
Г > )Г
toodud võrratuse iga лг^ Ао»чР korral. Kui aga * r ^ d l o w F  
siis F («»-) = + ja võrratus kehtib ikkagi.
Teoreem 3.2 on tõestatud.
Teoreem 3.3. Olgu F  : V-*tR kumer, alt poolpidev, V  
refleksiivne Banachi ruum. Kui tingimusest jfi-
reldub, et F ^ w ) - * 00 (koertsitiivsus), siis ülesande
F  O )
lahendite hulk on kinnine, kumer ja mittetühi.
T õ e s t u s .  Tähistame ck— F(«m). Seejuures
cx sest me vaatleme pärisfunktsioone. Olgu mini­
mise er iv jada, s.t. F С*-*-*)-Э <x . Jada on tõkestatud, sest 
vastasel juhul leiduks osa jada t w e  N '< - M  , kus
— )oo ) w  e Nr/, millest järelduks, et F  -) ^
w e  N/7. See oleks aga vastuolus tingimusega a < + o o  . Suu 
mi V  refleksiivsuse tõttu leidub jada nõrga
koonduv osa jada e V  f л e N'. Näitame, et u. on
milnimumülesande lahend.
Et funktsioon F  on kumer ja alt poolpidev, siis teor«
ATfcV
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mi 3.1 pdhjal on ta nõrgalt alt poolpidev. Seepärast F(«a)<
$ LLwi F(*a.4) —  . JäSb ainult võimalus, et F ( . ^ = a,. 
v\ tV I/
Lahendite hulk [ a e - V :  on funktsiooni F
Шее Lebeegue'i hulkadest, aeepÄrast kumer ja kinnine.
Теогееа 3.3 on tõestatud.
Teoreem 3.4. Olgu К! kumer kinnine mittetühi hulk ref­
leksiivses Banachi ruumis V. Olgu F : K —»IR alt poolpi­
dev kumer funktsioon. Kui on täidetud üks tingimustest
1) hulk К on tõkestatud;
2) funktsioon F  on koertsitiivne, s.t. kui
У— siis F ( ^ )  -* <=« , 
siis aiiniaamülesande
lahendite hulk on kinnine, kumer ja mittetühi.
Selgituseks lisame, et lemmale 3.4 jVrgneva märkuse põh­
jal on alt poolpidevuse mõiste kasutatav funktsiooni korral, 
ais on mflttratud ruumi V  osahulgal \< .
Teoreemi 3.4 t õ e s t u s .  Defineerime funktsiooni
leitame JMrgnevalt, et F  *• V-»5? rahuldab teoreemi 3.3 eel-
Lauses 3.1 nSitasime, et funktsiooni F  kumerusest jä­
reldub funktsiooni F kumerus.
Asume tõestama F alt poolpidevust. Olgu \ГА-*лг. Vaatle- 
ве algul juhtu лг& X . Jaotame jada лгК;^ е!М; osadeks
eaejsares N  U  N " = N ,  Kui nüüd N  on lõplik, siis
duel.
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*^-»N■4 f  ~ f  (О  = ■ + • F ).
V4 fcivJ *\ fc N "
Kai aga N/' on lõpmatu, siis
F ( ^ )  =  F ( ^ )  =  F ( ^ )  ^  F(*r) - p C^).
гч€гМ »vfeKf' ~€rN'
Juhul К on V \ K  lahtisuse tõttu mingist kohast alates 
jada aT^ tervenisti selles hulgas, seepärast siis
F(«jv.) =  •+ 00 =  FC^r).
►че^
Funktsiooni F  koertsitiivsuse tõestamiseks valime 
II лги \\ — b «  . Kui on tõkestatud, siis mingist kohast ala­
tes AT^feVXbs ja F  -»-oo. Vaatleme juhtu, kus F  on 
koertsitiivne. Jaotame jada osadeks indeksite 
hulkadega N ' ja N " nagu ülalpool. Lõpliku N '  korral min­
gist kohast alates лг €^г\/\ K. ja F  ОчГ~) =  +  00• Kui aga N* 
on lõpmatu, siis i| |f — > oo  ^^  e  M  ' ring F ^ » ) « ^ » ) - * « »  
к 6 N V  Seega alati F('>r<*)~» .
Teoreemi 3.3 põhjal võime nüüd väita, et ülesande 
CvJj- F M  lahendite hulk on kinnine, kumer ja mittetühi.
-M-fcV
Näitame veel, et selle ülesande ja ülesande C<^ t-Q*) lahen­
did Ühtivad-
Kui F ^  FC^r) iga ArfeV korral, siis tx e c^ov«. F \< 
Seepärast F (*-»*) =  FC**-) ning järelikult F(u-) <. F ( ^  iga
лге VI korral. Teisipidi, kui on selline, et F-(^)<
^ F(v-) iga лге Vt korral, siis tegelikult F(^)$ F(u) iga 
Ar e V  korral. Seda võib väljendada ka nii, et F(^) $ F 0*-) 
iga лге V  korral.
Teoreem 3.4 on tõestatud.
Teoreem 3«5. Kui funktsioon F  • K -* St 'on rangelt kumer,
siis ülesandel n \
F O )
'VtK
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ei saa olla rohkem kui üks lahend.
T 6 e s t u s. Olgu sellised, et F ( ^ =
ж = CvJ^ - FC^r). Kui oletada, et f siis
К
funktsiooni F range kumeruse tõttu
F ( ü i £ ü )  <  ±  рЫ +  i- F t- 0 =  M  f W ,
Ai~fe к
mis oleks vastuolu.
Teoreem 3.5 on tõestatud.
§4. L i n e a a r s e t e  o p e r a a t o r i t e g a  
II l i i k i  v a r i a t s i o o n v õ r r a t u s e d  
H i l b e r t i  r u u m i s
1. Ülesande püstitus ja seos I liiki 
varlatsioonvõrratustega
Olgu а. bilineaarvorm Hilberti ruumil V, : V  -*
alt poolpidev kumer funktsioon. Olgu antud Teist lii
ki variatsioonvõrratuseks nimetatakse ülesannet
leida ju. % V  nii, st
лг_ад_) + ч (^лг)-sp(v*.) л^г-JijL^  V-\re V .
Vaatame, kuidas on sae ülesanne seotud I liiki variatsi- 
oonvõrratusega
^ f e K :  а- ( о '> л Г ~ о 0  V  л г е  (4.2)
kus K o v  on kinnine, kumer ja mittetühi.
Hulga К kumerus, kinnisus ja mittetühjus lubtvad väi­
ta, et tema indikaatorfunktsioon ~Y- ^  on kumer, alt poolpidev 
pärisfunktsioon. Seepärast on variatsioonvõrratus
ixfe V  : о , ( ^ , л г - и ) + Х к ( л г ) - ^ к ( с )  £ < ^ , л г - * л >  V  A j -e V  ( 4 . 3 )  
eri juht võrratusest (4.1)). Näitame, et ülesanded (4.2) ja
(4.3) on samaväärsed.
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Olgu u. ülesande (4.2) lahend. Siis У - ^ (*л-)=0. Kui лге 
siis X  |<,(<^ )=0 ja võrratus (4.3) on võrratus (4.2). Kui aga 
лгф siis Х (^лг)= + л5 ning võrratus (4.3) on samuti 
rahuldatud.
Olgu nflfid u. võrratuse (4.3) lahend. Kui kehtiks 
siis aga лге V( korral ”Х^(лг)=^о ning võrra­
tus (4.3) ei saaks olla rahuldatud. Seepärast e  \< . Nflöd 
iga лге Vs. korral 'X (^лг)=о ning võrratus (4.3) flhtib 
võrratusega (4.2), seega u. on (4.2) lahend.
2. Abifllesande ekvivalentsus mllnimum- 
ülesandega ja selle tthene lahenduvus
Vaatleme ülesande (4.1) eri juhtu, milles <*.(“>,<*■) =  (**,‘0'), 
s.t. ülesannet
u. e V  : (*х,лг- и)+-Ч?(лГ)— vf(u) V лге V J (4.4)
kus antud on ^  e V
Lemma 4.1. Olgu fö. alt poolpidev kumer funktsi­
oon. Siis ülesanne (4.4) on ekvivalentne funktsiooni F(\r) =
*  ;|-|1лГ1|2Ч- ч^ лг) ^ ^  > miinimumülesandega
c J {  F < > )  (4-5)
ning omab ühese lahendi.
Formuleerime ülesandena mõned lemma 4.1 tõestuses vaja­
minevad abitulemused.
Ülesanne. Tõestada, et
1) normeeritud ruumis funktsioon лГ— )ЦлГН on kumer ja 
Hilberti ruumis rangelt kumer;
2) kumerate funktsioonide summa on kumer ja positiivse 
konstandiga korrutamine jfitab (rangelt) kumera funktaiooai 
(rangelt) kumeraks;
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3) kumerate funktsioonide summa on rangelt kumer, kui 
vähemalt üks liidetav on rangelt kumer;
4) alt poolpldevate funktsioonide summa on alt poolpi­
dev.
Lea am 4»! t õ e s t u s .  Näitame esialgu ülesannete
(4.4) ja (4.5) samaväärsust.
Olgu u. ülesande (4.4) lahend. Võrratuse (4.4) võime 
kirjutada kujul
(и^лг)- Ц и_Цг+  ^ >(У)-<(^ ,лг)> -У, .
Liites selle vasemale poolele -L || о . - saame
f = M  ^  ^ 4 ^ )  V ^ e  V >
s.t. (jl on ülesande (4.5) lahend.
Olgu nüüd u. tflesande (4.5) lahend. Siis kehtib
F(w-) ^  F (  «-*- + X  (лг- а^)) V ^ r e V ; V X e ( o / ) ;
ehk
I W2' ■+ vf c°-) ^ ~z: II **” “► - ^ )  IIх-*-
-+ v f ( ; w  + ( a -a )«.) + М лГ-ц))-
Kasutades siin parema poole edasiseks hindamiseks ^  kume­
rust, saame
Х (^/лг-<х)-»- i-Л3" II лг- 
Peale positiivse arvuga A  jagamist teostame plirprotsessi 
О ning jõuame võrratuseni (4.4).
Järgnevalt näitame ülesande (4.5) lahendi olemasolu, 
kontrollides selleks teoreemi 3.3 eelduste töidetust. Pidades 
silmas, et funktsioon лг — *-£-Цлг\\х 3a llueaarne funktsionaal
— on kumerad, võime vSita funktsiooni F  kumerust. Ta on 
ka alt poolpidev, sest tema liidetavad -£• II • ||г ja on 
isegi pidevad. Veendume veel funktsiooni F  koertsitiivsuses. 
Et v-f on kumer ja alt poolpidev, siis teoreemi 3.2 põhjal
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leiduvad JlfeV' ja et e R  nii, et vf (*r) iga
лге-V korral. Seepärast
F W  = -j i m i N -  ^
^  J_ y^r|a __ VI >L-^H W » + « ,
millest järeldub funktsiooni F  koerteitiivsus.
Lahendi ühesus jfireldub teoreemi 3.5 põhjal funktsiooni 
F  rangest kumerusest, sest temas liidetav ~  || ■ ||z on ran­
gelt kumer.
Lemma 4.1 on tõestatud.
3. Lahendi olemasolu ja flhesuse teoreem 
Vaatleme uuesti ülesannet 
ajl eV : лг- uS) + Ч5^) > лГ~ V->r&V. (*•!) 
Teoreem 4.1. Olgu bilineaarvorm Q. tõkestatud ja koert- 
sitiivne, cp : V-* fiž. alt poolpidev kumer funktsioon. Siis 
ülesandel (4.1) on iga korral parajasti üks lahend.
T õ e s t u s .  Fikseerime л*ге V, valime ^ > 0  ja aao- 
dustaae abifllesande
V  : +  5> vf W ~
^  АТ- Д^) ^ ; ЛГ- Л_С^ -  ^  О. ЛГ-ДО.) V^TfcV . (д. 6)
Defineerime pideva lineaarse funktsionaali ^ € : V / seosega
<3 > Ä  '*) ~  ^
Ülesanne (4.6) on nflfld esitatav
»X fe V • (*S "J-- ^ 4* W  - 5 ,лг-«.)> УлгeV. (4.7)
Funktsioon on kuaer, alt poolpidev, seep,8rast on üleaam-
ne (4.7) ehk (4.6) lemma 4*1 põhjal üheselt lahenduv. Itofiw 
rime fikseeritud <3 >  О korral operaatori G  ^  , aia igal*
elenendlle w f e V  seab vastavusse ülesande (4.6) lahendi:
VA. s  л*г.
Operaatori G  ^  püsipunkt aa. =  G^u. on parajasti võr- 
ratuse (4.6) lahend л*г=и. korral, s.t.
(u_, лг- ал) 4- ^  4>(-r) - 5  ^ C°-) ^
^ (u. ^ex(iA,Ar-u.) V-xr^V,
ole peale positiivse arvuga jagamist on võrratus (4.1). 
Seega ülesande (4.1) lahendid on parajasti operaatori 
püsipunktid.
Jlrgnevalt näitame, et ^ sobiva valiku korral on G ^  
ahendav ruumis V  -. Valime vabalt а>глf V  f olgu ил =
*  G ^  алГ, ) aax=. . Et <хл on ülesande (4.6) lahend, mis
vastab valitud elemendile aaJ-= a*t^^ siis vOttes seal >\r-=*xi; 
saame
Analoogiliselt
£ ( ^ ,  ^ A -  > **«”
Märgime, et ^ ( ^ O  J® Ч(^ г) on Idplikud, sest u, ja аг 
on ülesande (4.7) lahendid. Viimaste võrratuste liitmise tu­
le шив ena 
-К^л- ‘■'‘aj* >. ~(a^, - 
Pidades silmas, et bilineaarvorm cx määrab üheselt operaato­
ri A  ^ (V^V) seosega а.(^лг) = ( A  saame 
edasi
jj **.ч - Ахг цг< (^г, - <5 (а (~r, - ^-л -
<- Il (г - 5 а) (^ д - I I I — ^  а. И .
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Me näitasime teoreemi 1.2 tõestamisel, et
II I - 3 A\J < ( 4 - 2
seepärast on G «  ahendav, kui О < <? <  .
? ^ M
Viimast tingimust rahuldava parameetri ^  korral омЪ 
G 5 parajasti Ohe püsipunkti, see on Ctlesande (4.1) ainus 
lahend.
Teoreem 4*1 on tõestatud.
Lisame mõned märkused ja täiendused.
1. Ülesande (4.1) lahend sõltub pidevalt vabaliikmest 
samuti nagu ttlesande (l.l) lahend: kui u.- on võrratuse (4*1) 
lahend, mis vastab funktsionaalne Cr С =  4,2. f siis 
kehtib hinnang
I ~  *^2. I ~~~ II II .
Tõestus on sama, mis filesande (l.l) korral.
2. Teoreem 4.1 on flldistuseks Stampaoohia teoreemile 1*1.
§5. H ä i t e i d  IX l i i k i  
v a r i a t s  i o o n v õ r r a t u s t e s t
1. Elastse keha kontaktfllesanne 
Siin on meil tegemist Signorini Olesandega sarnaae ttlee-
andega, muutuvad ainult rajatingimused.
1.1. Ülesande pttstltus. Vaatleme jälle elastse keha 
deformatsiooni ülesannet, statsionaarset olekut kirjeldavad
tasakaaluvõrrandid
У~_ ^ ; -  О , C = A  (5.1)
Sõltuvust kus u. on otsitav dafar-
matsioon, kirjeldasime § 2 alapunktis 5.1. Piirkonna Sl. ra}* # 
Г osal Гв loeme antuks nihke
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u.: S  О, С * , x e  Г. . (5.2)
Vaatleве olttkordc, Jens ra^aoaal i~ = Г‘\Г0 on uuritav keha 
kontaktis aingl teise kehaga. Seejuures teda aõjutatakse jõu­
ga, aille noraaallsihiline komponent ou teede
« L * F „ , * ‘ r., <5,3)
ning kehade vahel eelneb hõdrduBine. Mhistades hõõrdejõu 
3(х )  - wc(jc) J F Ä^ ) | , ^сеГ, , kus *(>c)>0 oa höördetegur, 
vdlb hõõrdetingisusi (neid nimetatakse Couloab'i seadusteks) 
vlljeadadt
; i r T i<<ä *  ^ r = o ,  ^  (м )
l«Vl * % =* 3 X ^ 0  : M ^ - X ^ ,
(Mssautase, et |-| tShendsb siin nagu tavaliselt eukleidi-
list norai ruuaie iRb ). TlnglBuste (5.4) selgituseks lisame, 
et esiaene meist vSljendsb olukorda, kus puutujasuunallne 
pinge kehas on rSiksea kui h.Ö6rde jöud ning seetõttu keha ei 
liigu, falne tinglHus aga nAitab, et kui puutujasuunallne 
pinge saab hõõrdejõuga võrdseks, siis keha võib liikuda pinge 
vastassuunas. Viimast vftib võrrelda klassikalisest mehhaanl- 
kaat tuntud elukorraga, kus horisontaalsel alusel asetsevat 
keha tõmmatakse jõuga, aida tasakaalustab kehas tekkiv pinge. 
£ui BÕjutav j6ud võrdsustub absoluutväärtuselt hõõrdejõuga, 
tolmab liikuaine tõabava jõu suunas, s.t. pinge vastassuunas. 
IKrgime, et X  ■=• ХЗД , зее Г*, iseloomustab tekkiva nihke 
suurust*
lilslis, uuritavaks ttlesandeks on (5.l)-(5.4)‘
1.2. Ülesande esitus varlatsloonvõrratusena. Hagu Slgno- 
rini ttlesaadee olgu V =  е(Н\-й.))*: л^(х)жО, p.k. act , 
bilinsaarvora c l  alSratud võrdusega
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^  , ^^еСн'С-üJ5;
Eeldame, et ^  e L^Xn*) 4« <^(?с)^^о>0 niug F*  fe L*(r;)% 
Defineerime
Ч'СУ) =  S ^  I I Г,
^  - S 2 1  ■?; -t S F u с*, г дг^ V.
MBrgime selgituseks, et kuna л^с e- H s i i s  lemma 2.2 põh­
jal лг: e L^r)^ seepUrast аг^ e бДг)}* ning funktsioon ^  
omandab lõplikke vflfirtusi. Samuti on funktsionaali avaldi­
ses esinev pindintegraal lõplik, sest лгл e LZ( r ) .
Vaatleme nüüd variatsioonvõrratust
o^trV : <XC‘J" > *>*■) +  4 >^ г)— ЧЧ*1) >'T~ A*-/> V « r e V .  (5*5) 
Jlrgnevalt sfiltarne, et siledate lahendita korral on flleaaana
(5.l)-(5.4) saBAvterne võrratusega (5.5).
Olgu u. filesande (5.l)-(5.4) sile lahend. On selge, et 
u ^ e V ,  sest rahuldatud on tingimus (5*2). Valides vabalt 
^ e V ,  moodustame (5.1) ja лг-*х skalaarkorrutise (ruumis 
SR1), seejärel Integreerime file piirkonna £2.
S £  Ž 1Ä - .  -“: > * « = o .
-Jb; £=' I е “
Kasutades ffireeni valemit (lemma 2.3)» saame
S ± t g c .  «r;, W ( ~ c - ~ 0 J ~  =
-Л с = ' Г' i 4
= — a-(^, лг- «.N -v- S( $ »  §'y4(**-)('*‘w-'u-*v))<A Г,
kusjuures pindintegraali võime võtta file Г* f seat лг= ^  = О, 
xifeГо. Niisiis, saime võrduse
а _ ( м . , л г - — S (^S^ .( « ж . ) - Г —
Г"«
—  S 2^ (У; -**:)<* x  ~  ° •
jt c»» '
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Arvestades, et 6 ~ ^ )  =  ^  rajaosal Г, } saame siit
<х(^ ,ЛГ--и.) -*-Ц>(^)_^(^)_<( j) >лг_ ^  =
=  з (к -т Ы ^0) ^ г.
Hlitaee jlrgnevas, et
J. ( ^ W - ( < r ' M r )  +  ^ 0 ^ ) - l ^ l ) ) ^ r ^O. C5.7)
4
Kõigepealt saame Cauohy— Bonjakovski võrratust ja tingimust 
16^(**)|$ 9 kasutades, et
-  6^_0 ). лг^ <, I S*(*)|) лг^| ^  g I лгт I .
Seilest
5 г М Л  +  3  1 ^ 1  ^  • (5.8)
Kai |6 -^(—)|<^ aingis punktis эс&Г^, siis ulx = 0  ja (5.8) 
põhjal on (5.7) lntegraalialune avaldis selles punktis mitte- 
negatiivne. Kui aga |^v(AJl)| =  ^  punktis siis KK-^-~
millest
— s^ c**)• u t  — I б'х' * °"т" I = ! j I j
ae kasutasime siin veel seda, et Cauohy— Bunjakovski võrratus 
on võrdus, kni vektorid on lineaarselt sõltuvad. Seega saime 
6 .^(*j-)- u.^ . -+ j б!^. (*->.)I J aj.^ . J —  O y 
■iile võib võrduse |б^.(**-)| =  abil kirjutada
- ^ W -  -  3  i ^ l  ®  °-
Liites siia võrratuse (5.8), saame ka nüöd, et (5.7) integraa- 
lialune avaldis on mittenegatiivne. Sellega on tõestatud võr­
ratus (5.7) ja ffhtlasi nfiidatud, et u. rahuldab võrratust 
(5.5).
Olgu ntffld ix variatsioonvõrratuse (5.5) küllalt sile la­
hend . Xafcnldatud on tingimus (5.2)), sest /u.&V. Võrratusse 
(^5.5)» ai* •* kirjutatav
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0-(^ ,лГ-*д) + S ^(K-rl 'I ^ г ))^Г -
-  S i  с^(лГг-АЛ-Ос*х- -S Рл(^ -^ л)с*.Г> о ;
Jt 1 л Г,
asetame лг — кие &  ('S) (.Si)) . Siia лГ= >la. rajal
Г ning vaadeldavas võrratuses esinevad pindIntegraalid on
võrdsed nulliga. Avaldist о.(*-»-,лг- аа) telsendame veel 
Greenl valemiga (lemma 2,3)» ka seal võrdub pindintegraal 
nulliga, tulemusena
s.t.
5 5 - c j W  +  ^ ) y : ‘A »  =  0 ¥ y e | * ( £.))*.
Siit järeldub võrrandite (5.1) kehtivas ning jlib niidate 
tingimuste (5.3) ja (5.4) täidetust.
Et (5.1) on rahuldatud, siis kehtib ka (5.6), mille kir­
jutame kujul (olgu lfihiduse mõttes ^<U)=6* )
a '(*SAr~'0~) 2 7  (^c -S
-л, «■ = ' Г,
 ^(S: '(*v- ^ Sr) Ч6 - ~ - **-)) 
гл Ц
Siit ja võrratusest (5.5) saame
S (SvК  -*v)+ žHl-l*\.|))<Aг+S(e-„- fJ k -“.)лг>о
V ^ r e V .  (5.9) 
Valime vabalt vfešb(r) nii, et vf С П,. 01«»
ning /-j €(НХ-Л-))Ъ selline (leidub lemma 2.2 põhjal), et tamm 
ahend rajale Г on . Valime siia
ja . Võrratusest (5.9) saame
U ^ - P j s ’^ r j o  V4>€3)(r,),
Г,
millest omakorda ,*cеГъ a.t. kehtib (5.3).
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YÖrratuB (5.9) teiseneb nfflld kajale
S (6-T . (лгх - и.т ) +  g (I -rj - I ^ ( ) )  cL Г »  О  V . (5 .1 0 )
Talides kõigepealt siin лг*0, saame
S (V x . +  3  \ ^ | ) с А Г ^  о .  (5 .1 1 )
Г,
Vaatleme halka
T  =  { ' V « ( H 4 0 ) i : * 4 4 -
Lemmale 2.2 tuginedes võime vfiita, et (V) ^  ""У; sest kui 
siis ц/;(х)=о;хеГв. Seepfirast võime võrratuses
(5.10) valida лг^Ч'е'Ч'^ pidades silmas, et siia on tegemist 
rajaosal Г4 mfilratud funktsioonidega. Arvestades esitust 
Y r ja sellest järelduvat võrdust 6 ,^ - 4^  =  
samati võrratust | V-r | ^  | Ч'I > võime (5.10) kirju­
tada
Н^е-Ч'+  з1У|)^Г-К6‘тг-'лг +5'ит1)аг»° V * 6 "’*'-
Asendades siin vy funktsiooniga ± лу;Л>0 ; vilju me 
hulgast 1Г ning saame
x i ( ^ • ¥  +  зМ)<аг-$(5г**ч +  3  l ^ l ) < * r  ? o.
^  "^Ч ЛJagades sells võrratuse positiivse arvuga X  t saame piiril 
X  o°
S C l S ^ - y  +  ^ 1^ 1) <^r  ^  °
ehk
i S  «г-УАГ S S ч |v|=lr,
Г, П,
m, t.
I S 6^- У J < S g M  Д Г  V 4/ 6 T .  (5 .1 2 )
Vaatleme hulka ^  vektoralamruumina ruumis (L  (П,)] f mil- 
-•les kasutatakse normi Ч' — *  ^ $ {Ч^с^Г. Võrratus (5 .1 2 )  tS-
rj ^
‘Bfeitdab siis* et lineaame funktsionaal v y - O  • У d '  =
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_  ^  ^ Ч/ Д Г on tõkestatud. Et Л1Л on kõikjal tihe
ruumis (L4(r;))' siis vaadeldav funktsionaal kuulub ruumi 
(L^Cr,))3; ühtlasi annab võrratus (5.1 2) hinnangu 
millest
\ % P*k * 5(1 e  Г1 •
Sellest saame analoogiliselt võrratusele (5.8)
^  * *“Sr +  Ъ I ^  I * ° -» x  e  Гл . (5.13)
Nüffd (5.11) ja (5.13) kokku annavad, et
<5^ • ^ 1 ^ x | =  О p.k. ЗС&Г, . (5.14)
Kui I <5^ J < f siis (5.14) ja Cauohy*— Bun jakovski võrratu­
se abil juhul ьхх Ф О
3 I *Sr| *  -  5*.- *4- * l^rll ‘A,-rl< % I (5.15)
saaksime vastuolu, seepärast —  О. Kui aga | 6^ -. j ^  , 
siis hinnangus (5.15) on viimane võrratus võrdus, mis näitab, 
et Cauchy-—Bun jakovski võrratuses - 6~_ • '-4r ^  | £TX j |*-4^ | leiab 
aset võrdus. See aga on võimalik ainult siis, kui 5 ^  ja 
on lineaarselt sõltuvad, seejuures neid siduva kordaja märk 
järeldub võrdusest (5.14). Sellega on näidatud ka tingimuse 
(5.4) kehtivus, s.t. »л on fllesande (5.l)-(5.4) lahend.
1.3. Varlatsioonvõrratuse flhene lahenduvus. Vaatleme va­
riatsioonvõrratust (5.5)» milles samuti ruum V  on 
toodud alapunktis 1 .2.
Teoreem 5.1» Olgu LT^sl) sellised, et on
täidetud tingimused (2.15)» ^  € L°°(r,j > О • Siis vari-
atsioonvõrratus (5.5) omab iga ^ ja
korral tfhese lahendi.
T õ e s t u s .  Näitame, et on täidetud teoi’oemi 4.1 eeldu-
3ed.
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BilIneaarvormi a  tõkestatust ja koertsitiivsust kontrol­
lisine § 2 alapunktis 5.3.
Ülesanne. Midata, et kui je F4el\r,j , siis |eV'
Funktsiooni •=  ^<q |лгт|с1Г kumerus järeldub normi
П,
kumerusest. Teel saame
|4 >fcr)-^)|s. Il3 UL“(r4) I
seejuures lemmale 2.2 tuginedes
* * S K T ' u r U r <  S |лГ-ЛЛ.|с*.Г<
n, 4/ Г, Г,
Oleme näidanud, et rahuldab Lipschitzi tingimust, seepä­
rast on ta pidev, ammugi siis alt poolpidev. Teoreemi 4.1 põh­
jal on võrratus (5.5) fiheselt lahenduv.
Teoreem 5.1 on tõestatud.
2. Temperatuuri .juhtimine piirkonnas
Olgu -TZ-^IR piirkond soojust juhtivas kesk­
konnas, Г olgu SL raja. Piirkonna -fi sees paiknevad lisaks 
loomulikele veel juhitavad soojusallikad, mille võimsust saab 
teatud piirides reguleerida. Neid kasutatakse selleks, et 
püüda hoida temperatuuri piirkonnas SL antud piirides. Mär­
gime, et kõrvuti käesolevas punkti6 vaadeldava ülesandega esi­
neb veel temperatuuri juhtimine rajal, kus asuvad juhitavad 
soo jusallikad (JjlJ , lk. 28).
2.1. Ülesande matemaatiline püstitus. Statsionaarset ole­
kut kirjeldav soojusjuhtivusvõrrand on
siin ju. on temperatuur, -S- piirkonnas iTL paiknevate soojus- 
allikate tihedus, °-;j. on antud kordajad, mis iseloomusta­
rad eoojust juhtivat keskkonda. Märgime, et kui keha un iso-
troopne, s.t. juhib soojust igas suunas Ühtemoodi, siis
cxj: =r of S : :  ning temperatuuri jaotust kirjeldab Laplaoe*i
<1 i
võrrand -Ди =
Kirjeldame temperatuuri juhtimist piirkonnas iT£ . Antak­
se ette kaks temperatuuri jaotust ja ^ f эсе-JL, 
nii, et ^ jl(x,). K^i kehtib võrratus ^
< siis juhtimiseks ette nffhtud soojusallikaid
tööle ei rakendata. Kui aga see võrratus ei kehti, siie pan­
nakse tööle tÄiendavad soojusallikad soojustihedusega
kusjuures MBrgime, et kui
О siis on võimalik soojust nii lisada kui nee­
lata. Reguleeriv soo justihedus ^ > x) »SfiretakBe jlrg-
miselt:
1 ) kui siis 3 = 0  j
2) kui ^  ^j. 1 ) siis lisatakse või juhitakse 
ära soojushulk, mis on võrdeline ju, kaugusega lõigust
kui u. < tl, siis
(-%л, kui ,
kui -®v,) ^  i
kui u. > } siis
k» 1 - 84 0  > >
^ l kul < 1 ~
seejuures vc, ja on konstandid. Tingimused l) ja 2) ühen­
dame järgmiselt, defineerides ühtlasi funktsiooni <|j :
r ^  > kui 1  ^  Ц + /«-1,
kui ^ * *ч,
O , kul ^
О , Ы± ^  ' X*  ^  +
kui ^ ^ + ^г/к,.
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Iga fikseeritud эс til korral on ф graafik
Temperatuuri jaotust vaadeldava juhtimise korral kirjeldab 
võrrand
- 2 Z  Ä i  (°-:* i S - ) =  f - t o ,  (5.16)
= ' 4 
kusjuures siin ^ on mittejuhitavate soojusallikate tihedus. 
Lisame veel rajatingimuse
ju.(ж) —  о ; x e  Г. v5.17)
2.2. Ülesande esitus variatsioonvõrratusena. Valime
V = Ho(SL),  о1в»»
Lemma 5.1 (Greeni valem). Kehtib võrdus
- s - s :  £ rSa -i v  - н'Хя).
jv '■>4*' *
T 8 e s t u s. Vabalt valitud и.;лг€; korral
Esimest integraali paremal poolel teisendame Gauss— Ostro- 
gradaki valemi abil (kui k  = siis see üleminek kannab 
Greeni valemi nime, vv=4 korral aga on Newton— Leibnizi va- 
lea), saaae
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=ГЩ . ^ Ц « Ь  Аг=° ,
sest аг= О; kui -эс fe Г.
Lemme 5.1 on tõestatud.
Defineerime veel
{Ц ~  ^ ? ^ x -  jc <ь V,
' л,
>^(->Л ^  5 Ч'(У£ч> ; 11 ■* j -j- € V ,
Л. ,_tl
ja vaatleme variatsioonvõr: .^u4t
«J'fcV : , лг-o.) -j. - vfCu‘-)? ^ ^лГ~'У> V^fcV. (5.18)
Näitame, et küllaldaselt siledatel lahenditel on ülesanne
(5.1 6), (5.17) ja võrratus (5.18) samaväärsed*
Olgu u. ülesande (5.16), (5.17) lahend. Tingimus (5.17) 
annab, et * ^ e V .  Valides vabalt V, korrutame võrduse
(5.16) vahega лг-лх ja integreerime iile is 2. , tulemusena
)(— )=»* =  ЧС-—
л*л=1 L 0 i -n. JV
Arvestades siin Greeni valemit lemmast 5.1, saame, et võrra­
tus (5.18) on samaväärne võrratusega
Ц’(лг') - ' - f ^  \ $ ( AJ-)(Or' u )c^ x  . (5.19)
Seejuurrr
H W - ' f M  -  S (Ч'О)” У(-))cAx =
-J"L
=  ^ Г*05)АХ-Г«5)<»?)ах = S T  ?ф<ЦЛ*..
-JV ° О j v  u-
Ülesanne. Näidata, et kui funktsioon ^  en monotoonselt 
kasvav, siis ^
5 ^(x)cÄ3C £ -^5-) Qk -<X.) .
Et funktsioon ф on monotoonselt kasvav, aiia 
dud ülesande põhjal
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^  ib )< c r- *)ß
millest saamegi peale integreerimist flle piirkonna võr­
ra tuse (5.19).
Olgu ul variatsioonvõrra tuse (5.18) sile lahend. Tingi­
mas (5.17) on taidetud, sest ixeV. Valime —  ajc-v 
A«j-e , X > 0 . Võrratusest (5.18) jlreldub nflfld
X ^ ( u -;A,r) +  'f(u - +  ^ r')~1l(u ) i A ^ ;^ ) .  (5.20) 
Võrratuse (5.20) (mis jÄreldub ainult funktsiooni ф mono­
toonsest kasvust) abil saame
^(*-l) —  +  X  a j 5 — X  S X<w)*ir<A^ (5.21)
S L
Liidame (5.20) ja (5.21) ning jagame seejfirel positiivse ar­
vuga X  , tule ос.в eks on
o^u.^ AJ-) ^ *■ *-/> — S + A < ^ )  ЭС =
^(**) ->c ■ + — $(~+Х*л)) aj- J x  . 
Punktsioon ф rahuldab tingimust
|§(?)-Ф<г>1 4  "'a > ; (ic-.'£4  U - a l ,
seeplraat
j v ' -Л-
kui A-»0. Selle piirprotsessi tulemusena seega
~~  ^ л*Ге^ х-
Arvestades, et siin võime >ur asemel võtta ka —  л*г , kehtib te­
gelikult
VaJ" €r .
Greeni Tales lemmast 5.1 annab
4 j v k->r' Ь
eelneva võrdusega kokku lubab vSita, et (5.16) kehtib.
2.3. Variatsloonvõrratuse flhene lahenduvus.
Taoreea 5.2. Kui e  ja leidub < * > 0  nii, et
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wv
samuti L4(^) , 3 4,3 ze siis iga |еН ‘(л)
(muuseas ka e  korral on võrratus (5.18) flheeelt
lahenduv.
T õ e s t u s .  Tugineme teoreemile 4.1. Bilineaarvorai
<x tõkestatus ja koertsitiivsus kordajate °-c: kohta tehtud
0
eeldustel on saadud § 2 punktis 2.
Ülesanne. Tõestada, et kui funktsioon ^ on monotooaaelt
X
kasvav, siis S on kumer.
Selle ülesande põhjal on iga fikseeritud эс korral funkt­
sioon 'VO'l'**-) kumer argumendi 4 jttrgi, sellest jlreldab ka 
funktsiooni ^  kumerus. Funktsiooni v^> alt poolpidevuse JI- 
reldame sellest, et ta rahuldab isegi Lipsohitci tingimast: 
vabalt valitud korral
I ч>ю-ч>к>| = IS S <
Л. -vT 1
* Jt I 5r $
meile vajaliku hinnangu saab slit, kasutades võrratosi
“ ■ “l'Oi) 4 ^  л ) 4  Ч • 11 Л)К II • «н ^) •
Teoreem 5.2 on tõestatud.
§6. M i t t e l i n e a a r s e t e  m o n o t o o n ­
s e t e  o p e r a a t o r i t e g a  I l i i k i  
v a r i a t s i o o n v õ r r a t u s e d
1 . Monotoonsed operaatorid ja nende pidevusomadused 
Olgu V  reaalne refleksiivne Banaohi ruum, N/ 7 tema 
kaasruum. Nagu varemgi, kui 'vrfcV Ja eiie^,**^ tehaa—
dab funktsionaali ^ vSHrtust elemendil \r . Ruumis V 7 йгаш^в-
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me kaasnormi, s.t. |П | - U  v > .
Operaatorit A  - V-)\// nimetatakse monotoonseks, kui
<( A  ^  -  A  — V  лГ€г V .
MBrgime, et see on üldistuseks monotoonselt kasvava 
funktsiooni Ц? : ^  -) R  mõistele, mida võib väljendada: iga 
korral (<*(*)- Н’ОЖ*
SUI operaator A  on lineaarne, siis monotoonsuse tingi­
muse võib kirjutada < ^ A ^  > о iga лгеV  korral, seega li­
neaarse operaatori monotoonsus tähendab positiivsust.
Operaatorit А . V- j N/' nimetatakse rangelt monotoonseks
kai
< A ^ - A  /\Г ^ AJL — ЛГ^ >  О V ^ ; лГ€- V  , к*, ф ^  ' 
Operaatorit A - \ /—^N/y nimetatakse
1 ) radiaalselt pidevaks, kui iga korral funktsi­
oon on pidev punktis О , s.t.
icwv <( А (m. -4- i лг), лг)> =  <( А ^
-t~* о
2) hemipidevaks, kui iga ‘л>лг;л^ге V  korral funktsi­
oon лг), л*Г> on pidev punktis О ;
3) demipidevaks, kui koondumisest лгл—? лг ruumis V  jä­
reldub, et А'^ 'л—>Алг nõrgalt ruumis V / (ruumi V  reflek­
siivsuse tõttu tähendab see, et iga 
л-x-fc V  korral) •
Ülesanne. Näidata, et radiaalse pidevuse ja hemipidevuse
korral on vaetavalt funktsioonid *t —
I
^ _,^А^+-Ьлг)^)> pidevad tervel reaalsirgel.
Lause 6.1. Operaatori demipidevueest järeldub hemipide- 
-vus, sellest omakorda radiaalne pidevus.
t t  I И  а I. On selge, et tõestust vajab ainult demi-
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b -
pidevusest hemipidevuse jlreldamlne. Seepärast, olgu A  de- 
mlpidev. Valime koonduva Jada -t } <== (R . Slls iga
u ,лГ€:\/ korral и. -+ -fc^ -nt — j о- -Иглг ruumis V  . Operaatori 
A  demipidevuee tõttu ^A(**- — »<^ A(*>- +"Ьлг),
iga ^-reV korral. Me oleme nSidanud7 et funktsioon 
-t — )^A(^-+-t«vr)/ on pidev tervel reaalteljel, asmugi 
siis pu-dktie О .
Lause 6.1 on tõestatud.
Lisame, et lineaarne operaator on alati hemipidev, seat
funktsioon 4: —ъ  ^A(*^ ■+ *0-), ^ А *-*- >/W~V ■+■ ^ A*>r,
on pidev.
Me I.ö järgmiseks eesmärgiks on tõestada; et monotoonne
radiaalselt pidev operaator on damipidev.
Ьеаша 6,1 . Monotoonne operaator А ' V -»V / on lokaal- 
pelt tõkestatud, s.t. iga w - e V  korral leiduvad t >0 ja И 
nii, ег kui Ц *r- o. j Z } siis ЦАлгЦ^  M .
T õ e s t u s .  Oletame vastuväiteliseit, et A  ei ole 
lokaalselt tõkestatud, s.t. leidub jada ruumis V  nii,
et (| А vj| —> 00 . Tähistame
= 4 + !l A *-Oi II .
Valiae vabalt *reV. Tuginedes A  monotoonsusele, saame hin­
nangu
— <(A , лг)> = A. A м.1)» -h^A ;лл+ ла. - 
= J L  (< (A ^ ^ - ^ >  +<A ~ A (V + ‘* ),£ r+ «- )-^ >  +
$ 4 +  ^ 1 1  A ( ^ ^ ) | | ( l M |  +  !l^“^ ö )  *  
kus Мдд. sõltub elemendist aj- (ja elemendist u), age. ei ••Ir
tu indeksist к , sest j a — ul Ц-»о. Samasugune hin­
nang kehtib ka, kui asendada aj- elemendiga — лг , muutuda võib 
ainult konstant, seega
! —^  <i-y\ <
ühtlase tõkestatuse printsiibi põhjal võime öelda, et 
^  IIA-.I s M , 
kus И ei sõltu elemendist лг . Sellest
!1 A  ^ | |  <$. M  =  H  (* -t- IIА -.1111^ — II)
ehk
II A  u.* I (l - M  II j|) i M  .
Alates mingist kohast ( ^  ^  ^  о ) kehtib К || ''г, sel­
lest omakorda järeldub, et \ А |l ^  2. M ? kui vv^.^0 . See 
aga on vastuolus oletusega, et II А^лЦ — * <*».
Lemma 6.1 om tõestatud.
Ülesanne. Tõestada, et lineaarse operaatori lokaalne tõ- 
kestatus tähendab tema tõkestatust.
Leana 6.2. Monotoonne radiaalselt pidev operaator on de- 
mipidev.
T õ e s t u s .  Olgu А V-»V’/ monotoonne ja radiaal­
selt pidev. Valime suvalise koonduva jada » *-*■ ruumis V. 
Leauna 6.1 põhjal on operaator A  lokaalselt tõkestatud, see­
pärast on jada А tõkestatud ruumis V  . Ruumi V  reflek­
siivsuse tõttu on ka \/У refleksiivne, seepärast saame eral­
dada osa jada N  C-W nii, et nõrgalt Näitame 
järgnevalt, et | =  A ^ .
Iga AreV korral
< i -  Алг =
' ' V h.6 N
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~ м-л-Длг; vx^-аг)» + { A u r- A ^  j ^  ~ ~
v\6 N
= Uvv < ( A ^ - A - vj-, - V >  ^  O
* N/'
me kasutasime siin jada A  tõkestatust ja A  monotoon­
sust. Võtame лг = kus v r e  V ; t  > О . Siis
А (^ + +^--{глх)>^о, millest peale arvuga -fc jaga­
mist saame —  ^ A(u- + 1 *-r), -w-^0. Tuginedes A  radi­
aalsele pidevusele, jõuame piirprotsessis "t-iO võrratuseni
- A  ^  f -о-у < O  iga aj-€tV korral. Sellest aga järeldame, 
et К ^  ~ A  ^ ,*-0 = 0 iga «-re-V korral, s.t. = A  ^ .
Me oleme niisiis tõestanud, et A ^ ^ - ^ A v x  nõrgalt, v\6-W^ 
Näitame, et tegelikult A ^ - i A u .  nõrgalt. Oletame vastuväite- 
liselt, et leiduvad O O ,  osa jada N"<z.\N ja element лге\/ 
nii, et
| < A ^ , ^ r >  - < A ^ , ^ > ) ^  s: , w€= Ы". (6.1 )
Tehes nüüd jadaga > ^  & N "t läbi sama arutelu, mis ülal­
pool jadaga saame, et leidub osa jada Ы "'c- N  nii, et
A u h- ) A w  nõrgalt ле N'W. See on aga vastuolus võrratuse- 
ga (6.1).
Lemma 6.2 on tõestatud.
2. Lineariseerimislemma 
Lemma 6.3 (Minty lemma, lineariseerimislemma). Olgu 
д . monotoonne radiaalselt pidev operaator, К kumer
hulk ruumis V  ja Siis variatsioonvõrratused
u. G к : <^A , лг- <+у ^ V  лге к , (6.2)
u e  К : <А^г; \г-<-> ^ < 4  (6e3)
on samaväörsed.
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T õ e s t u s .  Olgu u. võrratuse (6.2) lahend. Siis iga
- korral saame A  monotoonsust kasutades
A^r, =  <^A •<-»- ) лг- - >  + < A  лг — A  <*- } •S'—
s.t. on rahuldatud võrratus (6.3).
Olgu k l . võrratuse (6.3) lahend. Yalime vahalt V.
Kui 'Ь&СЯ/^Х siis лг= M . + - b - v r  +  ^ -^^-re- kf. 
Sellise <0* korral võrratus (6.3) annab
< A ( ^  +-b(aj--**.)), Ц ^ г- ^)У ><-?,-fc(o~- 
ehk peale positiivse arvuga ~b jagamist
<  +  л-г-ал_> ^  < 4 , aO--aa.>.
Tuginedes A  radiaalsele pidevusele saame siit protsessis 
4r —> О
(Ам-; V
millega on näidatud (6.2) kehtivus.
Lemma 6.3 on tõestatud.
Juhime tfihelepanu sellele, et lemma 6.3 tõestamisel kasu­
tasime esimeses osas ainult A  monotoonsust, teises osas 
ainult A  radiaalset pidevust ja К kumerust. Seejuures ei 
olnud meil kuskil vaja V  refleksiivsust ning К kinnisust 
ja tõkestatust.
Lemmat 6.3 nimetatakse lineariseerimislemmaks, sest
(6.3) on xx suhtes lineaarne võrratus.
Lemma 6«4, Kui hulk К on kumer, siis võrratuse (6.3) 
lahendite hulk on kumer, kui aga К on kinnine, siis (6.3) 
lahendite hulk on kinnine.
T 6 e a t u a. Olgu ja võrratuse (6.3) lahendid. 
, > 1 1m  Xfc(o,A). Siie Хи^+О-Л-^еИ ning iga лгеК
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<(A ■*, уг _  СЛ «.1 + 0  ->) ^ г)У  ~
= Х(АлГ, лГ-ДА,^  +(j-ХХА*г, <r~A*z.S} >r~VA'1V'*’0 -^ X^> —
- ^ )  ( A ^ , - f ( < - X ) u 1)); 
s.t. Ха, + 0 -Л)чг on samuti (6.3) lahend.
Olgu ^  , kus u.^ on võrratuse (6.3) lahendid.
Et к ja on kinnine, siis u e l ^ . Võrratusest (suva­
lise лге-V korral)
<( A *r, лг-аа^ 
saame piirprotsessi w~»oo tulemusena
<(A 'vr, ^ лГ_ ,
mis ütleb, et on (6.3) lahend.
Lemma 6.4 on tõestatud.
Nagu nlfeme, ei nõuta lemmas 6.4 operaatorilt A-\/-»v' 
mingeid monotoonsuse ega pidevuse omadusi.
JUreldus 6.1. Lemma 6.3 eeldustel on võrratuse (6.2) la­
hendite hulk kumer ja kinnise К korral ka kinnine.
Eõtrkus 6.1. Varem vaadeldud I liiki variatsioonvõrratus
U. fc VI : о^(«., m *- • - 0 > < ^ >^r- V-vreK (6.4) 
on eri juht võrratusest (6.2), sest pidev bilineaarvorm cv.
Hilberti ruumil V  defineerib pideva lineaarse operaatori
seosega <(A
Seega, kui A  on positiivne, siis leoma 6.3 põhjal on (6.4) 
samavSSme võrratus ega
K. : Q-('vr/ дГ~ ) * < *  , ЛГ*
3. Monotoonsete operaatoritega I liiki 
varlatsloonvõrratused lõpllkumõõtmelises ruuais
Olgu V  lõplikumõõtmeline ruum, К kinnine kumer tõkes­
tatud mittetühi hulk ruumis V  . JHrgnevas me tuginen«
korral
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Sohauderi pttsipunkti printsiibile ([VJ, lk. 287,502), neile 
piisab tema jÄrgmisest erijahust.
Teoreem 6.1 (Bohl— Brouweri pfisipunkti printsiip). Olga 
T ;  к pidev. Siis operaatoril T l e i d u b  püsipunkt, s.t. 
element nii, et T *-«-■= ajl .
Lõplikumõõtmelises ruunis on teatavasti kõik normid ek­
vivalentsed, nende hulgas leidub ka selline, mis nääratakse 
skalaarkorrutise poolt. Seepfirast vaatleme ruumis V  skalaar- 
korrutist C* > 0  -
Antud operaatori А : k - » V  korral vaatleme variatai- 
oonvõrratust
( A  о \/лге-\< . (6.5)
Lemma 6.5. Kui mittettthi hulk ^  on kinnine kumer tõ­
kestatud ruumis V  ja A  k~* V  on pidev, siis variatsioon- 
võrratusel (6.5) leidub lahend.
T õ e s t u s .  Valime vabalt ^ . Moodustame fllas-
ande
ix e  к : ( ,  лг-ах) ^  А«-г,лг~и.) Улге-к. (6.6)
Lemma 1.3 põhjal on võrratus (6.6) flheselt lahenduv, seejuu­
res (6.6) lahend esitub — P^, (а*г-Д *>*) f kus 'on pro­
jektor hulgale К • Defineerime operaatori T :  к ^  К seose­
ga T a o - = s.t. P K ( I - A ) >  sisu­
liselt seab operaator X  igale elemendile vastavusse 
variatsioonvõrratuse (6.6) lahendi. Operaatorite A  ja P ^  
pidevuse tõttu ( P^ rahuldab isegi Lipschitzi tingimust - 
lemma l.A) on T  pidev. Bohl— Broumeri pfisipunkti printsiibi 
põhjal leidab element a e K  nii, et T ^  = «-. Selle u  kor-
ehk
(Л u. f лг — лд.) ^  О V  -ae К j 
s.t. u. on võrratuse (6.5) lahend.
Lemma 6.5 on tõestatud.
Jgreldus 6.2. Lemma 6.5 eeldustel iga -^fcV korral 
võrratus
u,e к : ( A  ju. , аг- ^  , ЛГ-лл_) V-nT6- 1^  (6.7) 
omab lahendi.
t õ e s t u s .  Defineerime operaatori A  ^  : \L —* V  
seosega ^  И . Võrratus (6.7) on kirju­
tatav kujul
ixe k( : (Aj| 4- ; v -  ал) ^  О V ^ e -  к f 
sellel on aga lemma 6 .5 põhjal lahend, sest A ^  on pidev.
4. Monotoonsete operaatoritega I liiki 
variatsloonvõrratused tõkestatud hulgal
Olgu V  refleksiivne Banachi ruum, olgu antud operaa­
tor А - V  V  > pidev lineaarne funktsionaal | e V / ja mit- 
tetflhi hulk R c V .  Vaatleme variatsioonvõrratust
u.e К : <^A ^  , ^ r- ^  V v - e  К , (6.8)
Teoreem 6.2. Olgu operaator A - V - » V / monotoonne ja ra­
diaalselt pidev, hulk К kumer, kinnine ja tõkestatud. Siis 
variatsioonvõrratus (6.8) omab lahendi.
T õ e s t u s .  Olgu V 0C V  lõplikumõõtmeline alamruum 
ning K o - V e PlK mittetühi. Hulk on seejuures kumer,
kinnine ja tõkestatud. Vaatleme variatsioonvõrratust
:<Аи .„^“л. > ? ^ 1лГ“и'> V ^ r e V < 0 . (6.9)
Varustame ruumi V „  skalaarkorrutisega (• , •). Iga ^fcV/ 
korral funktsionaal лг— > <*>-> on pidev ka ruumil V 0 ,
71
Sieszi teoreemi põhjal leidub parajasti fflra element aj e V ,  
nii, et
•= лг) Улге Vo  .
Defineerime operaatori 7Г seoeega — л-r. Tahetult on
kontrollitav, et ТГ on lineaarne. Kasutades asjaolu, et 
ruumis V 0 on skalaarkorrutise ( - , -) poolt mfifiratud norm 
j) - Jj ja ruumist V  indutseeritud norm ekvivalentsed,
v©
saame lineaarse operaatori ТС : V V *  tõkesta tuse ( C e on 
konstant):
ATt Vo
< <^ o W-V. < ^ улг> l l ^ , .
ЛГ€: Ve V
UatHv= 1 U^flv“ 4
Kirjutame võrratuse (6.9) ekvivalentsel kujul
ц-дк, -.(тг Аа0/лг-^ .)^ (тг|)л г -^ V ^ e k , .  (6.10) 
Tõestame jfirgnevas, et operaator ТгА on pidev. St operaator 
A  on monotoonne ja radiaalselt pidev, siis lemma 6.2 põhja] 
on ta demipidev, s.t. teisendab ruumis V  koonduva jada nõr­
galt koonduvaks ruumis V' . Selle jada teisendab pidev line­
aarne operaator 7C omakorda ruumis Ve nõrgalt koonduvaks.
T
Ruumi V e lõplikumõõtmelisuse tõttu on seal nõrk ja tugev 
koonduvus samavSärsed, seega 7Г A  teisendab koonduva jada 
koonduvaks, s.t. on pidev. Jfirelduse 6.2 põhjal leidub nüüd 
võrratusel (6.10) ja seega ka võrratusel (6.9) lahend. Võr­
ratuse (6.9) võib lineariseerimieleiBma 6.3 põhjal kirjutada 
eamav&8rsena
<0W ,  лг-^.> (6.1 1 )
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me oleme tõestanud, et tal leidub lahend.
Valime к ja defineerime hulga S(-nt) = ^ u.e K  *. 
лг-ал.^  . Vahetult on kontrollitav, et
hulk 5 (лг) on nõrgalt kinnine. Näitame, et hulkade süsteem 
S(^r) ,лге on tsentreeritud, s.t.
S ( ^ )  П . . . П S O ^ )  ^ 0  (6.1 2)
igasuguste elementide at, }. . лг^,е к korral.
Olgu \J0 vektorite лг,лг^ lineaarne kate ja 
S  V (flk. Seejuures sest €  K .  . Ees­
pool tootud arutelu põhjal omab võrratus (6.1 1 ) lahendi 
võrratuse kehtivusest saame, et ^ A  лг; лГс — ^
-**„>, v *  seega u.„ ^  S C ^ t ) ^  =  \t--. , Wv,
ning (6.1 2) kehtivus on näidatud.
Et hulk \C on tõkestatud ja nõrgalt kinnine refleksiiv­
ses ruumis V, siis ta on nõrgalt kompaktne (hulga kompaktsus 
tähendab siin? et tema igast lahtisest kattest saab eraldada 
lõpliku csakatte, nõrk kompaktsus aga tähendab kompaktsust 
ruumi V  nõrgas topoloogias). Kompaktse hulga tsentreeritud 
kinniste hulkade ühisosa on alati mittetühi, seepärast 
П S(^) ф Ф , s.t. leidub u €  П S(y) . Selle elemendi
vt К 
korral
<(А ^; ^-лл.) ^ < ( ^ ; A T - u )  Vv-6 К 
ning uuesti lineariseerimislemmat 2.3 kasutades võime väita, 
et on ka võrratuse (6.8) lahend.
Teoreem 6.2 on tõestatud.
Teoreem 6.3. Kui operaator A  on rangelt monotoonne, 
siis variatsioonvõrratusel (6.8) ei saa olla rohkem kui üks 
lahend.
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T õ e s t u s .  Olgu võrratusel (6.8) lahendid ja u 2. 
Siis võttes at= saame sellest, et иц on lahend
Analoogiliselt
К, А **-2. , ‘-4, — ^  J ~ •
Nende võrratuste liitiiise tulemisena
^ A u - ^ A « - !  , - -^i> ^  O, 
millest A  range monotoonsuse tõttu =
Teoreem 6.3 on tõestatud.
Juhime tähelepanu sellele, et teoreemis 6.3 me ei tee 
operaatori A  kohta mingeid muid eeldusi, samuti ei nõua 
midagi hulgalt к.
Vaatleme lõpuks juhtu, kus k  = V. Võttes võrratuses
(6.8) kus A*rfcrV, saame
^  A  ^ =  <! 4' V ^ - e V ,
mis aga tähendab, et A  - Seega on variatsioonvõrratus
(6.8) antud juhul samaväärne operaatorvõrrandiga A a-»-=-^ .
5. Monotoonsete operaatoritega I liiki 
variatsioonvõrratused tõkestamata hulgal
Vaatleme variatsioonvõrratust
ajl e  к *- <(A и. f *r- Улгек; (6.13)
кие hulk К on tõkestamata.
Defineerime hulga К R  - к П { лге V : I K N R  ]. Kui к on 
kumer ja kinnine, siis need omadused on ka hulgal К £ . Kai R 
on kffllelt suur, siis juhul kehtib ka . Vaatle­
me veel variateioonvõrratust
: V-^€rkR . (6.14)
74
Lemma 6.6. Olgu к kumer- hulk. Siis selleks, et võrra - 
tus (6 .1 3 )  omaks lahendi, oa tarvilik Ja piisav, et leiduks 
R >  О n ii , et vfihemalt üks võrratuse (6 .1 4 )  lahend rahul­
daks tingimust i| K R .
T õ e s t u s .  T a r v i l i k k u s .  Olgu u. võrratu- 
se (6 .1 3 )  lahend. Võttes R > 0  nii, et R > II *^-11, saame va­
jalikku tingimist rahuldava võrratuse (6 .1 4 )  lahendi.
P i i s a v u s .  Olgu R > 0  korral võrratusel (6.14) 
lahend ^ , mis rahuldab tingimust H ^ r K R  . Vb.j.iae va­
balt vrfcK. Siis iga Л e(o,{) korral A  + (4-X) ^  (j К _ 
Seejuures at =  u-g +  A  - u. ^  )^ millest D ^ | | ^ 8'ULßI^’
4- **(*11- S ü t  on nffha, et küllalt vffikese X > 0  korral
^ R  Asetades taolise elemendi aT võrratusse (6 .1 4 ) , 
saame peale arvuga X  jagamist 
< A ^ R  ^ R >
Elemendi \>T€r|^  suvalisuse tõttu on *-»-^  võrratuse (6 .1 3 )  la­
hend.
Lemma 6.6 on tõestatud.
HBrgime, et operaatorile А , ei seadnud me siin mingeid 
monotoonsuse ega pidevuse nõudeid.
Lemma 6.7. Olgu К kumer kinnine hulk, operaator 
А : V - W *  radiaalselt pidev ja monotoonne. Kai leidub ^ . 6  К 
ja R 0>!K.|nii, et
<(A^r/ <<(^;'Г.--г} V ^ r e k  П{^еV : If^ il =  , (6.15)
siis võrratusel (6.13) on lahend.
T õ e s t u s .  Olgu ajl võrratuse (6.14) lahend hul­
gas к g , selle olemasolu jlfreldub teoreemist 6.2. Võttes 
võrratuses (6.14) лг=лг., saame
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< a ^ r . > >'r-
Kui |[ *Aj>^  lj- R» , siis on see vastuolu tingimusega (6.15). 
Seepärast I g o I <  R«, ning lemma 6.6 põhjal leidub võrra­
tusel (6.13) lahend.
Lemma 6.7 on tõestatud.
Teoreem 6.4. Olgu К kumer kinnine hulk, operaator 
А : V -э V' radiaalselt pidev, monotoonne ja koertsitiivne: 
leidub *j\,€ к nii, et
л Г. ЛГ— ЛГe V  I, „
— --------— — > o« kui —) «в .
I лг|
Siis variatsioonvõrratus (6.13) omab lahendi.
T õ e s t u s .  Valime oi > | ^  | , olgu M = 2 < *  ning 
R ^ > 0  selline (leidub A  koertsitiivsuse tõttu), et
Olgu veel R  •= ^ R  ^  , | | + <T j f kus S> О on mingi
reaalarv; sellega garanteeritakse, et R  >H^.B.Kui nüüd 
Цм-Ц» R , siis arvestades võrratust Ц^г-лг. |] $ | лгЦ -f R  } 
saame
<( А лг, лг-АГа)> ^  M  II *r|| ^ oi R +  ||лгЦ oi j! ЛГ- aj-„ II .
Kui nflöd лг e К П { лг6= V  : I ~  ^ , siis
<|A лг; лг-лг.) +<4; лГв~^~/> > u  II 'Г - I ~ И И IIлГв ~ ^ 
»(^-Hll)ClKl|-IKo||)> o, 
s.t. on täidetud tingimus (6.15). Seega on lemma 6.7 põhjal 
võrratusel (6.13) lahend.
Teoreem 6.4 on tõestatud.
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6.1. Olgu võrratuses (6.13) К= V  . Teoreemi 6.4 ja lem­
ma 6.4 ning tema järelduse 6.1 abil oleme tõestanud Browder —  
— Minty teoreemi: kui operaator A  : V s  V х on radiaalselt 
pidev, monotoonne ja koertsitiivne, siis iga korral 
on võrrandi A  ol = ^  lahendite hulk mittetühi, kumer ja kin­
nine.
6.2. Olgu V  Hilberti ruum, tõkestatud ja koertsi­
tiivne bilineaarvorm, kumer, kinnine mittetühi hulk. 
Lemma 1.2 põhjal määratakse üheselt pidev lineaarne operaator
seosega V.
Ülesanne. Näidata, et teoreemidest 6.3 ja 6.4 järeldub 
Stampaoohia teoreem 1.2.
§7. N ä i d e  m o n o t o o n s e  o p e r a a t o ­
r i g a  I l i i k i  v a r i a t s i o o n v õ r r a t n -
3 e s t: p l a a d i  e l a s t n e - p l a s t n e  1 ä - 
b i p a i n e ,  ü h e p o o l s e  t õ k k e g a  õ a r -
n i i r n e  k i n n i t u s
1. Plaadi läblpainet kirjeldav võrrand
t
Vaatleme õhukest homogeenset plaati, mis kujutab kahe- 
nõõtmelist piirkonda X2. Olgu Ü7. raja Г" tükiti si­
le. Mõjugu plaadile puutujatasandiga risti jõud tihedusega
4 (ж), x  fc Si Tekkivat deformatsiooni iseloomustab normaa- 
lisihiline läbipaine лл(:х ) t SL > selle loeme otsita­
vaks.
Järgnevas eeldame, et vaadeldavad funktsioonid on kül­
lalt siledad. Defineerime blllneaarvormi
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6. Erijuhud lahendi olemasolu ja ühesuse
teoreemidest
Н С«- аЛ = + э У  э У  . _ э У  ~ЭУ
Ээс^ + Эх,Эх, Э=с,Э^ 4 +
, J_f Э ~Э *>г *эУ э У  \ 
зЛЭэс,* Эхг1 Э*,*Л»
sellega on mfiSratud ка vastav ruutvorm
,./ \ / 'з а  \г . гэ^у-1 г эУ. У\ Э У  З У  
H ( ^° ‘) = v ä ^ 7v  "* U * ^ )  4 (<эх1эх1 ) + эх,»эх^ *
Edaspidi kasutame veel lfihendatud tähistust H  (*-*-, -
—  H(-) =  H . HHrgime, et H  (Axi) *^ ) >. 0> sest
З У  э У  < 4 ггъУ\%/_ЗУ f  \
Blastset-plastset deformatsiooni kirjeldab võrrand
L a = ^ ; x e i l ; (7Л)
kus
I .. -
Эх,
L s ^ ( a ( H X ^ + ^ )) +
+э 5 ?  C a ^ Ä : ) -
Siin on funktsioon, mis iseloomustab plaadi materja­
li. Kui toimub ainult elastne deformatsioon, siis ^ = 
ж cowvfc > 0 , plastse deformatsiooni korral aga ^  ei ole 
konstantne ja võrrand (7 .1 ) on mittelineaarne.
ülesanne. KUidata, et konstantse korral võrrand
(7 .1 ) on Дги-
2. Greeni valem 
EBesolev punkt sisaldab eeltööd jSrgnevaks rajaülesande 
ja variatsioonvõrratuse uurimiseks, samuti esitame vajamine­
vaid «õisteid ja tShistusi.
TÕtame kasutusele tähistused
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= - М г 1 =  ^.д(н) 
^ < 1  =
Ээс 'S ас
Э*<
?)>
и „ = -3CH)(f ^  + | ^ Х
neid suurusi nimetatakse pingete momentideks.
Defineerime
<x(Mv'°)= 5 3 (H(u)) И ( ^ j^ ) cK jc -
S L
=  S(~ +  +  ^  ^  •
S L
Siin a. on лг suhtes lineaarne, u. suhtes üldiselt mitte. Ol­
gu к. =- (v^ j tthikulise pikkusega vSlisnormaal raja Г*
punktides, 'xr aga puutu;) asuuna- 
line Ohikvektor, mis on saadud 
vektorist к* pöördega norga TT/i 
vörra, š.t. t  =  see­
juures muidugi к •'t =  о , kus 
punkt tähistab skalaarkorrutist 
ruumis (Rr. TIhistame veel
=  И,|Ч + *ч Vv'*- >
M T  - — М4г."-*Ч Мг< a 4S  Мгг
viimast neist nimetatakse pinge momendiks puutuja xr suhtes. 
MBrgime, et kui mSHrata vektor M  vOrdusega
M 41 Млг 
г^г.
siis Мл = M ‘ л ja 
ЭН**
R — (- ъ
.. . гиа . эм,, .. эм, 
+  K * +  э^г т т ,
F =  R -
ЭМ
гт
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Lemma 7.1 (ffireeni valem). Kehtib võrdus
a IhLV  3kv<хО,*г) = 5 I» -5 NL. %r~ <=*- r + \ F ^ a r .  (7.2)
■SL Г
Тб e s t u e .  Saame
*гАх- = эх1 Мг1 + Зх,Эхг C^«< мгг)) v ä x  =
Л ,  SL
в1 (эг(“эГ; ~ N« )  +  -Э Х2 (ъ1Г1 + Эх," *  =
= U Ä 4((~ Ä ;  м^ ~э %ги *.*)*) +  £~((-sl; н^ + й; H«V))<* *■ -
- $ ( ( - £  'Э ~ 4. C Ä .  М-  '^  А  M « 0 Ž ? >  -  -
Л.
п 9
JL
Kasutades Greeni valemit (Gauss— Ostrogradski valemi analoog 
kahe muutuja funktsioonide jaoks)
£ ( ! ? ,  + * l ^ ) <Ax' ‘*3ti = £C?W* + $ * 0 ° *  Г,
asi
$ L - « U  +
~Л_
saame ed
- 5 ( £ ; ( - " > <  l £ ,  +  H «  g £ ) +  ? k (-  и » £ * •  +  H <t| ^ ) ) d x +
J t
__ ^  3  V  , Э%г I ,  Э лГ . и  Э лг
•SL
flhistades siin keskmise integraali sümboliga I , oleme saa­
nud võrduse
S i_ u. лгЛх = —  ^R a t c ^ T  — I-V- *
SL Г
Pidades silmas, et
'Saj- Э ЭаГ
^  =  - ibt * r +  Jb^- wv 
Э-C *■ 3 x j  <
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ning nelet järelduvad seosed
ЭлГ w _  Ъ уТ
ЭГ
*, _  Эуг Э-о-
^  * ~  ^  * 
saeme integraali I edasisel teiseaäasäsel Greeni valeal 
a W l
i = 4 ( - m „ ( U  •*. ■- M  ->  - l ^  -<)) N  +
+ (_Иг>.(1г "-< ~1^F K*)+ М**(1?  K' + i ? - K>|>‘»)«lr=  
=  ? C ( - M i4 "-,* +  +
p  ^ o  w
+ ( n t< ■+ ^ 4 * ,г + н * * ^ + н , х ^ * г) | ^ д г -  
= j( r  t £  + « . ^ r .
Oleme saanud vOrdase
f = ' i ( - R ^ ) a r + S H r| j ^ M H . | £ a r +<<./.X(7.3)
л. Г Г г
Suvalise küllalt sileda funktsiooni ЗД korral
=1^
Seepärast võrdusest
Эт
saame
9  л, \ ^ л*~
$ | ü i , M r  +  S м .|^д г =^^-С и клг)<1 г=о,
г ^  г г
mis koos võrdusega (7.3) annsb (7.2)» 
Lemma 7*1 on tõestatud.
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3. Läbipainet kirjeldav ühepoolne 
fflesanne
Läbipainet kirjeldav võrrand (7.1) on neljandat järku 
osatuletistega võrrand, seepärast on lahendi üheseks määrami­
seks vaja kahte rajatingimnst. Rajal T  on võimalik ette an­
da plaadi nihked, s.o. u. väärtused, jõudude tihedus F  , 
plaadi kalle , samuti —  pinge moment puutuja suh­
tes. Nende andmete kombineerimisel saadakse mitmeid klassika­
lisi ülesandeid, loetleme neist mõned:
l) jäigalt kinnitatud servaga plaati iseloomustavad raja- 
tingimused ul — = О > ж. е Г” у
2) hõõrdeta šamiirse kinnituse korral u. = M T  = О; t
3) vaba rajaga plaadi puhul F  = 0  ^N T = o  ; хьГ '
4) osa rajast on vaba, osal on hõõrdeta Sarniirne või
jäik kinnitus, näiteks
П F  = 0 , K r =  0 ,
 ^О j x в’ rj_ .
Toodud rajatingimustega ülesanded viivad operaatorvõrrandite 
juurde. Hele aga vaatleme nn. ühepoolseid rajatingimusi, kus 
••rniirselt kinnitatud plaadile on hoSrdeta pöSrlemisel sea-
л
tud Shopoolne tõke, seda kirjeldavad rajatingimused
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u. =  о
•Э w * o ,  M , s o  , | ^ м т = 0
“f  
= o ; M T ^ o
Y/s
ЭТГ* ^  °У = °S h  * '
Kui vaadelda vektori 'X suunast, siis kellaosuti liikumise
suunas mõjuv moment loetakse 
positiivseks. Antud juhul aga 
elastsus jõudude mõjul tekkiv 
pinge, mis tasakaalustab plaadis 
le tõkke poolt mõjuva jõu F  , 
annab mittepositiivse momendi, seepärast meil alati M ^ ^ O .
ühepoolse rajatingimuse seame osal rajast, ülejäänud 
osal olgu jäik kinnitus. Seega vaatleme võrrandit (7.1) raja- 
tingimustel
(7.4)
va -= О
| £ *о ,М -г «о ,!^М т  = 0 ,
(7.5)
kus
4. Hajaülesande esitus variatsioonvõrratusena
Valime põhiruumi V  = н \л ) :  лГгО^ х&Г) = 0 ; 
хеГ, kasutame temas tavalist normi
2=J|dV«^))Vi-
Ülesanne. Tõestada, et V  on kinnine ruumis Н\л).Я11- 
punäide: kasutada teoreemi jälgedest (lemma 2.2).
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Beflaeeris* К =  (лге V  : > О  Гч ] .
ТОапаппв. Tõestada К катетов ja к lim leas.
Seid see eeialgu, et L/'Xo^oo) . Si is iga fikseeri­
tud u . e V  korral vastavas <sr— * on lineaarne
fanktsionaal. Д— a tõJoestatas jttreldab hinnangust
1 1  l1_ T o , - ) l“,H V ) W Ht-) V ^ V - (7‘6)
6laa«nne. Tõestada hinnang (7.6). SKponfiide: kasatada 
©аъеЬу— Bun jakovski võrratust I VhÕÕ* Vk^Õ*.
Ш е ш  lineaarse fanktslonaal3 лг—* <х(«^ лг) sesse vasta­
vasse elemendile sellega on defineeritud operaator 
А  : V -* V  У ning kahtib seos
^ A u , ^ ) =  U » ^ V -
Õlga feel = S ^ лг «A*:y»r^ V. Vaatleme variatsioon-
v&rraitwt
i t e k  V-*r€-K . (7*7)
JSrgnevas zžMitsee, et M rtW t siledatel lahenditel oa
Ядмяша (7*1), (7-*), (7.5} юмшягвЬте т0гга1иведа (7.7).
Olga ix ШеаавДе (7.1% (7.Л), (7.50 1ahead. Tlngli s —
test (7*0 Ja <7*5) вам», et u t U .  Valime vabalt *reV(*ing
rakenda* võrduse
S JL »Д.(лг- s s  S ^  Ж~
«TL JL
vasakule poolele Greeni valemit (lenasa 7.1). Arvestades, et
'Гг u  =  0 , , ja = 0 ; с^еГО/ eaarae
< A $ H r  % ^А Г - < 4 ,л г - « . > .  (7.8)
SlaciJmse (7.5) põhjal ^ § — =0 ja M . ^ 0 , x t T b  aiag 
лгбК tõtta — — - 2 0 , *:еГ; , seepÄrast on pindintegraal 
võrdoaes (7.&) aittepositiivne, mis annabki võrratuse (7.7).
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Olgu u. võrratuse (7.7) küllalt sile lahend. Sisalduvas 
i x e K  annab tingimuse (7.4) Ja tingimusest (7.5) osa: 
ul - О, ^ O j  . Valime vabalt ^б Э (л ) > siis
АГ=ил.±^е К. Sellise лг korral võrratus (7.7) annab 
<Aw.,4>> ehk beam* 7.1 põh­
jal cx. =  S L ax v^ >et*- sest selles Greeni valemis esi-
nevad pind integraal id võrduvad nulliga, kuna ^  =  0,
зсеГ. Võrdusest -S ^  '‘fckx. iga >JpeS(Jlj kor­
ral aga järeldub (7.1). Seega jäib näidata tingimuse (7.5) 
täielikku täidetust.
Võrduse (7.1) täidetusest järeldub ka (7.8) kehtivus, 
koos võrratusega (7.7) saame sellest, et
S Vve,t!. (7.9)
Oletame, et M^.>0 punktis x a e  П, (me võime eeldada, et 
эс „ e  Cvx-fc Г, , tehes eelduse, et ra jaosal ei ole iso­
leeritud rajapunkte; siis П, sisepunktide kohta tõestatud 
võrratus M-t^O laieneb pidevuse järgi ка П| rajapunktide- 
le). Pidevuse tõttu H T > 0 ; xt"II ^  kus on punkti эсв 
ümbrus hulgas П, . Valime ^ e S i ( r )  nii, et 
4>(*.)>o, Л'-Ч'Ч'ч f  c-"U . Kasutame järgnevas teoreemi jälge­
dest (jVj, lk. 55), mille põhjal hulgal siledate funkt­
sioonide korral määratud vastavus ^ лГ=  {лГ1г 
on laiendatav pidevaks lineaarseks operaatoriks ruumilt 
Нг(-П.) ruumi Н\Г) x L \ r ) ; kusjuures 
Э H* 0 ~ ) x M 4 r)* Sellele teoreemile tuginedes leiame 
Л-Гfc ИЧ'Л) nii, et аГ|г= 0  ja ~ ~  = | ~  ^  - Seejuu­
res saame ka, et лге К .Selle лг korral
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S Мт '^ £ ^ '>Л Г =  S S M ^ v f d r x j
Г, ‘U  ' ^
mis on vastuolus võrratusega (7.9). Seepärast M T  ^ O, 
хеГ .^ Valime veel лг=о võrratuses (7.9), tulemusena
l M r i x A r >o-
M  ~
Samal ajal Мт ^ О , J~- ЪО , ^flttu on integraali-
alune funktsioon mittepositiivne. Seepärast M_, - о ,* О W  *
хеГ  ^} millega on (7.5) kehtivus täielikult tõestatud.
5. Varlatsioonvõrratuse lahendi olemasolu 
Eeldame, et funktsioon rahuldab tingimusi:
1 ) ^ : IR+ -> [o, c. ,3 on pidev, siin R  + =  [ o ; oo), 
= C-Owvt •
2) funktsioon on monotoonselt kasvav, s.t.
3) ^  (^) ^ c„ >  О , kui ^ on küllalt suur.
Teoreem 7 .1 . Kui funktsioon rahuldab tehtud eeldu­
si, siis variatsioonvõrratus (7.7) omab iga (muuseas 
ka ) korral lahendi.
T 6 e s t u s. Teoreemi 6.4 põhjal piisab näidata, et 
operaator A  on radiaalselt pidev, monotoonne ja koertsi­
tiivne.
Valime u. ^ 6- Н -^я) ja näitame, et funktsioon
i --><(a o + w ), on pidev. Seejuures
^A(u. -4--bv^V> -  <X (**-*.-Ьлг,лг) =j^(H(u-+± лг)) Н(^ +-клг,лг)а^ . 
Valime koonduva jada -b*-> i.. Siis
H ("- 4 i n лг) = H 0-»- + V-, U. + i  „лг) =
=. H 0 x ^ ) + 2 .^  Н( ,^лг)+ -t * H(^v) -J H (**--V-t„ лг)
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p.k. ocfcJ2_(me saame rääkida funktsioonidest H  
ja H(^v) määratuna peaaegu kõikjal, nende ühisel määramis- 
piirkonnal toimubki koondumine). Analoogiliselt 
H(*a ■'*’) —э H  +i. -r, p.k. x e  Л  .
Funktsiooni pidevuse tõttu
3 (H («* + i */*г)) И(*х _» <|( H(u- +*.-»)) И(^  + i. лг, лг)
p.k. xfcJL. Lisaks saame hinnangu
i * C1 I Н(м. +-Ьллг,лг)| <
kus 1-tv» | ^ И . Seejuures 6 La(j*-). Lebesgue*i
teoreemi põhjal võime nüüd väita, et
— )<СА(‘-1+'ЬолГ)>лГ'^>
millega on tõestatud A  radiaalne pidevus.
Vabalt valitud ^ V  korral
{ А ^ - А ^ ^ - ^ > = < А и )и-лг>-<АлГ/а-лГ> =
=  S (^(ИН)Н(иЛ ^ ) -  ^ ( H M )  Н(лг, и.-л|-))Лзс. -
Tähistades Л/ H(^) -=■ ^  J ~\J HC'0')'*- 'l ning kasutades Cauohy—  
— Bunjakovski võrratust И(*^ ,лГ) - t saanse edasi
<(A ui - А лг , ^  >-
* ^ ( з ( £ 1) ^ 1 + з ( ,1гЬ М з ( $ * ) + з ( ,1 * ))?ч ), и -* 
= |(з (Г )^ -з (^ 1 Х ? - г )Дх >°
funktsiooni ^ omaduse 2) tõttu. Sellega on näidatud operaa­
tori A  monotoonsus.
Järgnevas näitame,-et
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<A f , iai IK»-» —
ЦлгМ
(antud juhul teoreemi 6.4 eeldustes esinev - О fc К )• 
Punkts iooni ^  omadus 3) ütleb, et c e >  kui
> O- Olgu (ir) =  ^  эс«- SL : H  (-»-)$ ^ j S l z(^r)- 
ж £2 \ .T2-4(v). Mrgime, et hulk £2.± on mõõtuv, sest H(^r) 
on sõõtuv. Saame hinnangu
<(Aat,at^ =  <\ H(-o-))Й( ^ ) -> \ (^н(-о)) Н(^ )сАх ^
-T L  J l j
^  с= 5 НС"г)Дас —  C 0( S  И('*)«Азс —  S
Jii -п- лгл у
>  C 0 ^ S  Н0"»)«Аэс - Л)_
öb teade <[l] , lk. 207-208), et raamil H X s l )  П H ^ - 51) on 
ekvivalentne ruumi Й%-й-) normiga. Meil
л
V c  Ц\я)П HeC-**-) ? seepSrast jõuame hinnanguni (c =  
* C e t ^ b  )
< A^ лг^  > С. Л '’«'Л у — c.e ^ 0 h\M -П- V-irfe V , 
millest jfireldub A  koertsitilvsus,
Teoreem 7.1 on tõestatud.
6. yariatsioonvõrratuse lahendi tfhesaa 
feoreem 7.2. Kui funktsioon on rangelt kasvav,
siis võrratusel (7.7) ei ole rohkem kui Üks lahend.
T õ e s t u s .  Funktsiooni ^ range kasvamine
tShendab, et
(^ ?*)?~3WiX^-‘i)>o»,mi (7-io)
Sellest et (tarvitseb võtta
võrratuses (7.10) ^ - = 0 ).
Teoreemi tõestamiseks piisab nSidata, et operaator А
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on rangelt monotoonne. Juhime tähelepanu sellele, et operaa­
tori Д monotoonsuse tõestaeisel kasutasime funktsiooni 
omadustest ainult ^ monotoonset kasvu, seepärast
võime lugeda operaatori A  monotoonseks. Niisiis, vastuväi­
teks A  rangele monotoonsusele on, et leiduvad 
kus лг ning
<^ A  — A  ^  ^  — О .
Alati keütivast võrratusest
г л/не-) iTh(^) ž иМ + н(~)
Järeldub, et (integraali tähis olgu I )
I  *  S (ч(*-Л•+ -  2. I I H(^ -) ^ H W ) i ^  > О
j L
Vaatleme algul võimalust 1 - О . 3iis H(u-) + H(v ) —
p *k * h o *)= h (*) p.k.
Nöffd võime kirja panna võrduse
<(A a*. - А лг, ал - =  \ И «■ - -  ^(И("0) Н (^ W—
=  2  S - H ( u yv ) ) d x  =  о . (7.11)
-Л.
Arvestades võrratusi ^  (н(^-))>0 ja Н(*^  
saame võrdusest (7.11) järeldada, et
^(4(^)( h (^)-H(^, v ))=o  P.k. ж € . Ä .
Olgu Si :Н ("0>О ^. Siis kui
ocfc-Jl^, seepärast -  Н ( ^ ^ ) *  О p.k. s.t.
О p.k.
Samal ajal H(«-) = 0  p.k. -SX \ SL  ^  } millest !Н (/-*-> л^ <
^ №  NFh^)’ tõttu =  О p»k. эсь s.t,
^(*jl- at) = 0  p.k. x. e- Jl.\Л -f . Niisiis 5 H(AJ-**^ r)JLxl= o
- -st
millest saame l| ^  U ^  =■ О ehk u. = лг .
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Järgnevalt vaatleme juhtu X > 0 .  Olgu =  | эс <r-TL :
~ V h W ' )  > ° ] ' Funktsiooni (-»HCuj - VHC^J) mõõtu- 
vuse tõttu on S Ü  mõõtuv ning I >  О annab veel, et 
vwjLA JT.4" > О . Kasutades jälle tähiseid ^ = *\[h(“), ^ = "\| H( 
saame nüüd (7.10) abil
- 3(4*) i )С ! - =
•Л
aObhXt-iH* >0-
Teoreem 7.2 on tõestatud.
Märgime, et elastsete läbipainete korral, kui ^ on 
konstantne, on funktsioon rangelt kasvav, seega
lahend ühene.
§8. M o n o t o o n s e t e  o p e r a a t o r i t e g a  
II l i i k i  v a r i a t s i o o n v õ r r a t u s e d
Olgu antud refleksiivne Banachi ruum V } operaator Д : 
V  — * V', funktsioon* : V-* R  . Vaatleme II liiki variatsi- 
oonvõrratust
А лг-и) +  vf W  -  ^  V  ^ e V .  (8.1 )
Kui on antud hulk K c V ,  siis vaatleme ka võrratust
a e K  : < ( A u ,  а Г -  ^ < (  л г -  V - v T ^ K  ( 8 * 2 )
ning erijuhtu võrratusest (8.1 )
fc V  АГ- — ХуЛ*4-) ^К^;лГ-и7> (8.3)
kus X  £ on hulga К indikaatorfunktsioon.
Ülesanne. Tõestada, et ülesanded (8.2) ja (8.3) on sama­
väärsed.
Lemma 8.1 (lineariseerimislemma). Kui A  on monotoonne
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ja radiaalselt pidev, kumer, siis ülesanne (8.1 ) on sama­
väärne võrratusega
*4Л>~г-акУ V ^ e V .  (8.4)
Ülesanne. Tõestada lemma 8.1.
Lemma 8.2. Kui A  on monotoonne, radiaalselt pidev, ^  
kumer ja alt poolpidev, siis võrratuse (8.4) lahendite hulk 
on kumer ja kinnine.
Ülesanne. Tõestada lemma 8.2.
Järeldus 8.1. Lemma 8.2 eeldustel on võrratuse (8.1) la* 
hendite hulk kumer ja kinnine.
Defineerime ruumi V  - V X (R, hulga К —  v^> —
—  f лг =  (^<A)feV : Ч>(лГ)^ ja operaatori А • V  -* V  J V  -
—  V  x ß ; seosega
А ^  =  (Алг; о) , Яг e  V .
Olgu veel ;- l ) e V ^  mis vastab funktsionaalne
Vaatleme variatsioonvõrratust
ü e k  :<(Ä^ , ^- Z .y V ^ e K  , (8.5)
1018 *\' j ' У  tähistab duaalsust ka ruumide \f ja V  / vahe! 
Lemma 8.3. Võrratused (8.1) ja (8.5) on samaväärsed. 
T õ e s t u s .  Võrratuse (8.5) võime esitada 
leida (u^c*) : ol € V  , о<L fc (R } и t
А t < r ~ f \r- — i • ( V {b€ } . (8.6
Vahetu kontrolliga saab veenduda, et võrratus
V ^ r e V , V ( b e R  ,
on samaväärne võrratusega
seepärast on ülesanne (8.6) kirjutatav
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leid»
< A  у aJ~— ал. -+■ Ч^(лг)—  oL ^  - v T - V - ' J ' C r V .  (8*7)
Kui võtta siin -o^ aa, siis saame seepfirast (8.7) la­
hendi korral tingimata Ц>(\а)— ы. Seepfirast on (8.7) sama- 
vfifirne võrratusega
u.e V  : ^ A  -o--4.^>4-M>C"J)~'M>(lA) ^ <(4; Ar~ <uv> ^ лгб-V.
Lemma £.3 on tõestatud.
Teoreem 8.1. Olgu A t V - W " ^  monotoonne ja radiaalselt 
p i d e v -V-» |R kumer ja alt poolpidev. Kehtigu jfirgmine 
koerteitiiveuse tingimus: leidub <r,feV nii, et 4jp(V-e) < « o  
3a
<(Ааг, -о--лгЛ +
--------- ___------—  kui ft лг ||-)■=*? . (8.8)
Siis variatsioonvõrratusel (ß.l) leidub lahend.
Тб e s t u e .  Tuginedes lemmale 8.3 tõestame võrratu­
se (a.5) lahendi olemasolu.
Funktsiooni vf kumerusest jfireldub hulga kl =  ^  
kumerus (lemma 3.2), ^  alt poolpidevus annab aga К kinni­
suse (lemma 3.4). Mfirgime, et К ei ole tõkestatud, sest Vp 
on pfir1bfunktsioon.
Defineerime R  >  О korral hulga
= ( ^ p , ) e k  : r },
kus лг0 on koertsitiivBuse tinglmusee (8.8) esinev element. 
Seejuures 4f("r<l))&  > seepfirast К ф . On sel­
ge, et hulk K p  on tõkestatud.
Ülesanne. Sfiidata, et к ^  on kumer.
Vaatleme variatsioonvõrratust 
ü  :^Ä - « p4) V -чг e К R . (8.9)
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Võttes aluseks lemma 6.6, piisab niideta, et mingi R > o  
korral on võrratusel (8.9) selline lahend u.R > mis rahuldab 
tingimust II^r||< R-
Ülesanne. Niidata, et operaator A  on monotoonne ja ra­
diaalselt pidev, kui need omadused on operaatoril A .
Teoreemi 6.2 põhjal võib nflfld viita, et võrratus (8.9) 
omab lahendi. Jirgnevas niitame, et võrratuse (8.9) lahendid 
on tfhtlaselt tõkestatud R  suhtes.
Vaatleme võrratuse (8.9) lahendeid H  g  ^ ^
Valime võrratuses (8.9) =^^r0 (лГ°))> tulemusena
< A  , лг.-хлй> , <rB~ ^  -  ('fO'S)--*«*)
ehk
^ Д - лГэ У u  R  ~ лГ°'/> • (8.10^
Arvestades, et <^ >(w.ft ) ^  o<R t sest (w-r , °<r)£ «-pC saame ed*- 
si
millest u^^fco korral
<A И , ,  , (8 .1 1 )
tl «■ R  t| » R  II
Tõkestamata korral saame võrratusest (8.11) vastuolu,
sest kui H R U ^ ; slis (8«H) vasak pool on koertsitiivsu 
se tingimuse (8.8) tõttu tõkestamata, parem pool age tõkesta 
tud. Niisiis, on tõkestatud. Jiib nfiidata tõkestatust
Võrratuse (8.10) kirjutame kujul
ы R * Vt*-) *“•> ~ < A  “ R ; u  R -  * (e-12)
Arvestades, et
^  R ~  АГ«'^  ^ 1Ц И MU R II *~ j
samuti A  monotoonsusest järelduvat võrratust
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- A  ик-лг0>4-<^А^в ,<a R - >
saame hinnangust (8.12) |\ и R. I| tõkestatusele tuginedes 
ülalt tõkestatuse. Et ^  % ~ (** R, >°* R. ) & *-J^ , siis 
ai^ ^ ning o< ^  alt tõkestatuseks piisab tõestada,
et ^(w(^) on alt tõkestatud. Oletame vastuväiteliselt, et 
leidub jada R W ; *\fclN, nii, et ^ ( u r J ^  "°c’- Jada 
u-R on tõkestatud ning V refleksiivsuse tõttu leidub osa- 
jada N/C N  nii, et V  nõrgalt ,и.еКl'. Funkt­
siooni vp kumerusest ja alt poolpidevusest järeldub tema 
nõrk alt poolpidevus (teoreem 3.1), seepärast O'-*) <■
<. mis ei ole võimalik. Seepärast on
v% fc Ы'
alt tõkestatud ning R tõkestatud.
Nüüd tarvitseb valida nii suur R > 0 ,  et võrratuse (8.9) 
mingi lahendi *-»-R korral J|õl^ [| <  £  f teoreemi väide jä­
reldub lemmast 6.6.
Teoreem 8.1 on tõestatud.
Märkus 8.1. Kui operaator A rahuldab koertsitiivsuse 
tingimust (8.8), siis võrratuse (8.1) lahendite hulk on tõ­
kestatud .
Põhjenduseks valime võrratuses (8.1) лг = .о~0> saame la»- 
hendite jaoks võrratuse (8.11) analoogi
Siit on aga (8.8) põhjal selge lahendite u  tõkestatus.
Teoreem 8.2. Kui operaator A  on rangelt monotoonne
aer, siis variatsioonvõrratusel (8.1) ei ole üle ühe lahendi.
^ <(A лг0 y *r.>  ^ - il A -J'. И II * g II - < А ■*., л>„> ,
või operaator A  monotoonne ja funktsioon rangelt ku<
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T õ e s t u s .  Oletame, et võrratusel (8.1) on lahendid
aa, ja u 2> s.t.
< A o , 1; V -vreV.
Valime neis võrratustes лГ=г — A * ^ ja seejfirel liidame,
tulemusena
Operaatori A  monotoonsuse tõttu
«(А - A ^ z , и г- м , ^ о ;
seepSrast
Kui aga ju.Л~Ф <-*-г ) siis чр range kumeruse põhjal '
Saadud vastuolu tõttu *-*-л = . .
Ülesanne. Tõestada lahendi tthesus, kui operaator A  on 
rangelt monotoonne.
Teoreem 8.2 on tõestatud.
§9. N M i d e  m o n o t o o n s e  o p e r a a t o r i g a  
II l i i k i  v a r i a t s i o o n v õ r r a t u s e s t ;  
p l a a d i  e l a s t n e - p l a s t n e  l ä b i p s t i n e ,  
h õ õ r d e g a  Š a r n i i r n e  k i n n i t u s
1. Lfibipainet kirjeldav Glesanne 
hõõrdega Sarniirse kinnituse korral
Vaatleme § 7 punktis 1 esitatud plaadi läbipainde võrran­
dit
L«. * Jj j эс fc S L  . (9.1)
Olgu piirkonna X2. rajaosal П, j&'ik kinnitus
^  o  x e r o , v9.2)
Ъ и. ' *
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rajaosal Г, — Г \ ! с aga Šarniirne kinnitus, kusjuures esi­
neb hõõrdumine. See on vfiljendatav tingimustega
эсегГ. (9.3)‘'f 1 ' ‘ 1 ^
|MT |= M  =* 3 U O  :§ £- = X M T ,
Meenutame, et 14^ oli pöördemoment raja i puutevektori 
T  —  ^ -v\, suhtes, kui л = on ühikulise
pikkusega völisnormaal. Tingimuse (9.3) esimene osa väljendab 
seda, et kui pöördemoment on küllalt vöike, siis hõõrdu-
mise tõttu pööret ei toimu. Teine osa aga nöitab, et kui 
saavutab teatava piiri, siis vöib toimuda pööre, mille suuna 
вййгаЬ M r  ja suurust iseloomustab peale ka X  .
1 * 4  < m
V Vv
Мт >0/ g ~  > °
ülesanne. Parempoolsel joonisel toodud olukorras
k = <V,,o) Ja ! ^ < o , ! ^ - 0 , samuti > о Sar-
niirse kinnituse punktides. Leida M T •
2. Bajafllesande esitus variatsioonvõrratusena 
Suue v, operaator A  : V —> V ja funktsionaal А- V' 
olgu samad, mis paragrahvis 7. Olgu H  6  L (Гл), 
^ И е>0,х:€гГ-,. Defineerime funktsiooni чр seosega
4 4 »  =  S и | | r K r > “r£ v -
Vaatleme variatsioonvõrratust
u e v  :{А и ,л г ^)+ч И -ч?(и) Ч ^ ' и> V^reV. (9.4)
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järgnevas näitame, et siledatel lahenditel on Olesanne (9*1)- 
-(9.3) samaväärse võrratusega (9.4).
Olgu ju tflesande (9.1)~(9.3) lahend. Vabalt valitud at«V 
korral saame võrdusest (9*1 )
S (лГ- ~^) ж. = \
_n_ _n.
selle vasakule poolele rakendame Greeni valemit (1ешша 7.1)
\ L  o - ^ a t - ж. - <x. (w., ^ Р(лг-^)<А,Г.
-TL г ~ г
Arvestades, et = о , >: &  Г~ , ja - М^г =  О ,->ctr Ге
' / v ö W  О VV '
jõuame veel ка seost <x(u^ ,-vr) = <А о. ,-гУ kasutades võrduseni
<А ^,лг -^> + $ V-vreV. (9.5)
fl
Tähistame Гч А | ^  ^  Г, : ф о ^  , sellel hulgal tisglm-
ee (9.3) põhjal М*|МТ| ning | j = X M T / X » 0 . See­
pärast
f W *  5 M  | | 5 h r =  ^ M  l l ^ - U r  = s x  I мтГаг 
г' r<,
ning
{ ► v b t d i r  = s MT | i . a r  =  S X  мт\аг 
r T ^>~ r r '
4  'n >n
mis kokku annavad, et
Г,
Kasutades ka hinnangut
järeldame võrdusest (9.5) võrratuse (9.4)*
Olgu nüüd u. võrratuse (9.4) lahend. Et u-eV, sii& oa 
täidetud (9.2). Valime vabalt Ц>еБЬ(-Л) ning 
ilmselt Aj-fcV. Siis > K t r^ RtepSraet 4({т)®'f
Asetad*8 taolise лt võrratusse (9.4)» jõuame tfipselt nagu § 7 
punktis 4 ntttTd võrdusenl (9.1). Sellest omakorda jÄreldub 
veel (9.5), als koos võrratusega (9.4) annab
V^reV. (9.6)
Г< Г1
Defineerime hulga W  = jvreH'(r) : Aj-еГ^у Me või­
ne vajaduse korral arvestada ka, et kui siis
/игеЦ'(П)- Valides lubab § 7 punktis 4 esitatud teo­
reem jllgedest leida funktsiooni лге н\-П.) nii, et **1^  =
- 0 , | i |  * л«г j me saame tfhtlasi, et -vreV. Seega järel­
dab võrratusest (9.6)
и м и -м т«-)д г -4м ||^|-м 1г|^у г > 0  V-reW. (9.7)
r,
Funktsioonid ±X**ry X >  О annavad võrratusse (9.7) asetami­
sel
a K* H  ± м^^аг-s (m ||^|- ht |*-)а г » о .
Гл
Silt saame peale jagamist arvuga X  protsessis
S См M  ± мт-г)сСг ^ o,
millest '
t S *o-a,r  ^ S и |л*г)^ г 
г< r,
ehk
|S m~«-a t U  S M K l a r  v -w-g w (9.8)
Г, Г.
Haik W  on vektorelamruum ruumis lJ (Г,); kasutame seal stan­
dardse normiga ekvivalentset normi /w--» S M  ЮеЛГ. Võrra-
Гл
tas (9.i) tihendab, et lineaarne funktsionaal
^ мт * г а г * ^ м ' 4 мг )  * r € W ; о» te-
Г| ^
Restated. Haiga W  kõikjal tihedus ruumis L (Г.,) võimal-
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iab vÄita, et vaadeldav funktsionaal kuulub ruumi 
Ühtlasi annab võrratus (9.8) hinnangu l| M~* )| 
millest IM^I £ M  } x  е Г,,
Valides võrratuses (9.7) aj- = О (või võrratuses (9.6) 
лг — О ) saame
U m  l l v l - о. (9.9)
г,
võrratuse | M T  | ^  M  , x. ь Г,, f tõttu 
seega
See koos võrratusega (9.9) annab
M  Ц £ | -Н .г | £ - = 0 ,=сеП,. <9-10)
Sui j Мт I <  M  , siis (9.10) annaks Juhul Ф  О
M | t ^ |  =  * v l £ * K | | l i r | < M H £ | ,  (»-I«
see vastuolu nBitab, et =  О . Kui aga M ,  eiia
(9.11) nfiitab, et seal kasutatud Cauohy— Bunjakovaki võrratu- 
ses leiab aset võrdus M-p —  | J1^ “") > seeplraet 
ja — —  on lineaarselt sõltuvad, flhtlasi selgub sellest ka
3 vv
seoses ^  X  M x  oleva kordaja X  mirk. Sellega on (9.3)
iMidetus näidatud.
3. VariatsioonvÕrratuse lahendi 
olemasolu ja tthesua
Näitame, et variatsloonvõrratuse (9.4) lahendi olemaaoltt 
saab järeldada teoreemist 8.1. Funktsiooni <\ kohta $ 7 punk­
tis 5 tehtud eeldustel on operaator Д radiaalselt pidev jtt 
monotoonne*
9S
Ülesanne. Tõestada, et funktsioon on kumer. 
Funktsioon rahuldab isegi Lipschitzi tingimust: kui 
V , siie hinnangust
saame teoreemi jälgedest (lemma 2.2) kasutades
I ^  (*■) - 4 ('°')i * tow-sb j) - лгУ •
Sellest muidugi ;J8reldub ^  alt poolpidevus.
Zoertsitiivsuse nõue (8.8) on rahuldatud, sest meil on 
tõestatud operaatori A  iseseisev koertsitiivsus (*r. = o)
15X11 И ^  H —  ^^  v
I vl!
ning о , *J~eV.
Sellega on nfiidatud teoreemi 8.1 kõigi eelduste tSidetus 
ning tõestatud võrratuse (9.4) lahendi olemasolu.
Kui funktsioon on rangelt kasvav, siis operaa­
tor A  on rangelt monotoonne, see aga luhah teoreemi 8.2  
põhjal vÄita, et võrratuse (9.4) lahend on öhene.
BBrkus 9,1. Funktsioon vp ei ole rangelt kumer. 
Põhjenduseks valime nii, et лл-лге НоС-Я-Х
ags Siis , эс^Г, seepärast iga X  €С°И)
korral
+ X 4 W  +(а->0 ч,М .
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